DRUSTVENI ODJEL
KVANTITATIVNE METODE U TRGOVINSKOM POSLOVANJU

2.5. LOKALNI EKSTREMI FUNKCIJA VISE VARIJABLI — zadaci

Napomena: U svim rjeSenjima zadataka precizno obrazloZite sve svoje tvrdnje.
1. Odredite sve lokalne ekstreme funkcije f:R* — R definirane pravilom
f(x,y)=2-x"+2-y’=36-x-y+430.

2. Pretpostavimo da je u Kraljevini Busbumbuj potraznja za slatkiSem Keksi¢ dana izrazom
1
p(x)= —g-x+100.
Potraznja za istim slatkiSem u Kraljevini Dajdamdas dana je izrazom

1
=—— vy+200.
P>(y) 57

Pritom su x 1 y koli¢ine potraznje (u komadima), a p, i p, jedini¢ne cijene (u €).
Izracunajte koliCine potraznje za koje se postize najve¢i ukupan prihod proizvodaca
slatkiSa Keksi¢ u objema drZzavama. Koliko iznosi taj optimalan prihod?

3. Zadane su funkcija ukupnih troskova
T(0.0,)=0+3-0;+0,-0,+10
i prodajne cijene proizvoda

p,=1%,
p, =20 €.

IzraCunajte koli¢inu proizvodnje svakoga proizvoda tako da ostvarena ukupna dobit bude
maksimalna. Koliko iznosi ta optimalna ukupna dobit?

4. Zadane su cijene dvaju dobara u zavisnosti o kolicinama potraznje

p1(Q1) = 15_Q1a
P,(Q,)=10-0,.

Funkcija ukupnih troSkova zadana je pravilom
T(0,,0,)=5-0,+4-0,+5.

IzraCunajte koli¢inu proizvodnje svakoga dobra tako da ukupna ostvarena dobit bude
maksimalna. Koliko iznosi ta optimalna dobit?
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5. Zadana je funkcija ukupnih troskova
7(0,0,)=2-0/+0;+0,- 0,

Proizvodnim planom predvideno je da ukupna proizvodnja obaju proizvoda bude to¢no 20
komada. Izracunajte koli¢inu proizvodnje svakoga proizvoda tako da ukupni troskovi
budu minimalni. Koliko iznose ti optimalni ukupni troSkovi?

6. Tvrtka Drp-komerc d.o.o. iz Spi¢kovine proizvodi dvije vrste sokova: Malinko i Sljivko.
Funkcije potraznje i funkcija ukupnih troSkova zadane su pravilima

T(Q1’Q2)=Q12+2'Q22+10a
Q(p1.p,)=48=2-p = p,,
Qz(Pl,P2)=44_p1 —D;-

Pritom su p, i Q, jedini¢na cijena (u kn), odnosno koli¢ina soka Malinko, a p, i Q,

jediniéna cijena (u kn), odnosno koli¢ina soka Sljivko. Izradunajte koli¢inu proizvodnje
svakoga soka tako da ukupna dobit ostvarena prodajom obiju vrsta sokova bude
maksimalna. Koliko iznosi ta optimalna ukupna dobit?
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REZULTATI ZADATAKA

1. a) Odredimo najprije sve potrebne parcijalne derivacije zadane funkcije:

fo(x,y)=6-x" =36y,

[, (x,y)=6-y"=36-x,
fo(x,y)=12-x,
fo(x,y)=f . (x,y)=-36,
fr(y)=12-y.

Kandidate za stacionarne tocke dobivamo rjeSavajuci sustav

fx:O’
f, =0,

odnosno sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice

Oduzimanjem druge jednadZbe od

6
6

6-x2—36~y=0,
6-y*=36-x=0.

prve dobivamo:

x> =36-y—(6-y*=36-x) =0,
(X =y +36-(x—y)=0, /:6

(x> =yH)+6-(x—y)=0,
(x=y)(x+y)+6-(x—y)=0,
(x—y)-(x+y+6)=0.

Sada razlikujemo dva slucaja:

I. x — y = 0. Otuda je y = x, pa uvrstavanjem u bilo koju jednadzbu sustava dobivamo

6-x*=36-x=0, /:6

x*=6-x=0,
x-(x—6)=0,
x, =0, x, =6.

Pripadne vrijednosti nepoznanice y su
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2.5. LOKALNI EKSTREMI FUNKCIJA VISE VARIJABLI — zadaci
pa dobivamo dvije stacionarne tocke:
S, =1(0,0), S, =(6,6).
IL. x + y + 6 = 0. Odavde je y = —x — 6, pa uvrStavanjem u prvu jednadzbu sustava dobijemo:
6-x*=36-(-x—6)=0, /:6
x*+6-x+36=0.
Diskriminanta ove kvadratne jednadZbe je
D =(-6)"—4-36=-108,

pa promatrana jednadZba nema realnih rjeSenja. Stoga u ovom slucaju ne dobivamo nijednu
stacionarnu tocku.

Izraunajmo pripadne Hesseove matrice i njihove determinante:

0 -36
H(0, 0)= = h, =0, det(H(0,0)) =—1296,
36 0
H (6, 6) [l I S t(H (6,6)) = 3888
s = = y (] N = .
-36 72 y

Primijetimo da je det(H(0, 0)) < 0, pa zakljuujemo da tocka S, nije tocka lokalnoga ekstrema
funkcije f. (Vrijednost h,, =0 je nebitna.)

Nadalje, primijetimo da smo za to¢ku S, =(6,6) dobili: A, =72>0, det(H(6,6))=3888>0.
Odatle zakljuCujemo da funkcija f u tocki S, =(6,6)ima lokalni minimum. Taj lokalni minimum
je jednak

f(6,6)=2-6"+2-6"-36-6-6+430=-2.

2. Neka su Q i Q) redom optimalne koli¢ine potraznje u Kraljevini BuSbumbuj, odnosno Kraljevini
Dajdamdas. Ukupan prihod u objema kraljevinama jednak je

1 1
P(Q,.0,)=p,(Q)-0Q,+ p,(Q0,) 0, =(—§'Ql +100j~Q1 +[—G~Q2 +200j~Q2 =
=——-Q12—%-Q22+100-Q1+200-Q2.

Trazimo globalni maksimum ove funkcije na njezinoj domeni. Odredimo najprije tu domenu. Q, i
Q, su koli¢ine potraznje, pa one ne mogu biti strogo negativne. Dakle, mora vrijediti nejednakost

0, 0,=0.
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Medutim, funkcije p, 1p, su funkcije potraznje, pa njihove vrijednosti takoder ne mogu biti strogo
negativne. To znaci da mora vrijediti nejednakost

Pis P2 20,

odnosno, zbog pravila kojima su zadane te funkcije, da moraju vrijediti nejednakosti
1
——-x+100=0,
5
1
——-y+20020.
15

(U drugom slucaju smo nezavisnu varijablu takoder oznacili s x.) U pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini nacrtamo podrucje D odredeno nejednakostima

x=0,
y =0,

—l-x+10020,
5

_ Ly 420020,
15

Dobivamo Sliku 1.

o 160 280 300 460 500 E B

Slika 1.
Vidimo da je D pravokutnik ¢iji su vrhovi tocke (0, 0), (500, 0), (500, 3000) i (0, 3000). Prema
primjedbi s predavanja, taj pravokutnik je kompaktan skup. Nadalje, funkcija P je polinom 2.
stupnja u dvije varijable, pa je P neprekidna funkcija. Stoga funkcija P na skupu D postiZe i
globalni minimum i globalni maksimum. Nas zanima samo globalni maksimum.
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Odredimo stacionarne tocke funkcije P. U tu svrhu odredimo sve potrebne parcijalne derivacije te
funkcije:

2
PQ.(leQz):—g'Ql +100,
2
PQ2 (Q15Q2)=_E'Q2 +200.

RjeSavamo sustav
{PQI =0,
F,, =0,
odnosno sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice
2
-—-0,+100=0,
5
_2. 0,+200=0
15~ '

Iz prve jednadzbe lagano dobivamo Q| = 250, a iz druge Q, = 1500. Stoga je S = (250, 1500)

jedina stacionarna toCka funkcije P. Ta to€ka ocito pripada podrucju D, pa odmah zaklju¢ujemo da
funkcija P u tocki S postize globalni ekstrem. Odredimo o kojemu ekstremu se radi. Izracunamo
vrijednost funkcije u to€ki P i vrijednost funkcije u nekoj drugoj tocki iz skupa D, npr. u tocki
0= (0,0):

P(250, 1500) =—§- 250° —%-15002 +100-250+200-1500 =162 500,
P(0, 0) =—§~02 —%02 +100-0+200-0=0,

pa zakljucujemo da funkcija P u tocki (250, 1500) ima globalni maksimum 162 500. (Umjesto
tocke (0, 0) mogli smo uzeti bilo koju drugu tocku iz skupa D razlicitu od S. Zbog Cinjenice (0, 0)
€ S i oblika funkcije P, bilo je najjednostavnije uzeti tu tocku i usporediti vrijednost funkcije P u
toj tocki s vrijednosc¢u funkcije P u tocki S.)

Dakle, optimalan prihod u iznosu od 162 500 € postize se tako da se u Kraljevini Busbumbuj
proda 250 komada slatkisa Keksi¢, a u Kraljevini Dajdamdas 1500 komada toga slatkisa.

3. Neka su Qi Q, trazene optimalne koli¢ine. Ako se proizvede Q, proizvoda po cijeni od 7 €,

ukupni prihod od prodaje svih tih proizvoda iznosi 7 - Q| €. Analogno, ako se proizvede Q,
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proizvoda po cijeni od 20 €, ukupni prihod od prodaje svih tih proizvoda iznosi 20 - Q, €. Stoga
ukupan prihod nastao prodajom obiju vrsta proizvoda iznosi

P(Q,,0,)=T7-0,+20-0,€.

Ukupna dobit jednaka je razlici funkcije ukupnoga prihoda 1 funkcije ukupnih troSkova:

D(Q,,0,)=P(Q,,0,)~T(0,,0,)=7-0,+20-0, = (0} +3-0; + 0, - 0, +10),
D(0,,0,)=-0/-3-0; —0,-0,+7-0,+20-Q, +10.
TraZimo globalni maksimum ove funkcije. Znamo da za vrijednosti Q| i Q, vrijedi nejednakost
0, 0,20. U tom je slucaju i P(Q,,0,)=7-0, +20-Q, 20 jer su oba pribrojnika nenegativni

realni brojevi. Dakle, domena D, funkcije D je skup (R*)’, a taj skup nije kompaktan (jer nije ni

omeden, ni zatvoren). Stoga u ovom sluc¢aju ne promatramo neprekidnu funkciju na kompaktnom
skupu, pa ne moZemo primijeniti razmatranje analogno onome iz Zadatka 2.

Odredimo najprije lokalne ekstreme uobicajenim nacinom. Nadimo sve potrebne parcijalne
derivacije funkcije D:

DQ. (0,0,)=-2-0, -0, +7,
D, (©,.0,)=-6-0, -0, +20,

DQIQI (Q] P Qz) = _23
DQle (le Qz) = DQ2Q1 (Q] st) = _L
Dy, (€. Q,) =—6.

Primijetimo odmah da je
H( )= -2 -1
0.0)=| | |
b, =-2, det(H(Q,,0,))=-2-6—-(-1)-(-)=-13,

1 to za bilo koju tocku (Q,, Q,) € D, . Odatle zakljucujemo da ¢e funkcija D poprimiti globalni
maksimum u svojoj stacionarnoj tocki (ako takva tocka postoji, naravno).

Da bismo odredili stacionarnu tocku, rijeSimo sustav jednadzbi
{DQI = 0’
DQz = 0’

odnosno sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice
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-2.0,-0,+7=0,
~6-0Q, -0, +20=0.

Lako dobivamo (Ql, Qz) = (2, 3). Dakle, funkcija D ima globalni minimum u tocki (2, 3) i taj
minimum iznosi:

D(2, 3)=-27-3.3"=2.3+7-2+20-3+10=47.

Zakljucimo: treba proizvesti 2 koliCinske jedinice prvoga proizvoda i 3 kolicinske jedinice
drugoga proizvoda. Pripadna optimalna dobit iznosi 47 n.j.

Neka su Q| i Q, traZene optimalne koli¢ine. Ako se proizvede Q; proizvoda po cijeni od 15 - Q,

n.j., ukupni prihod od prodaje svih tih proizvoda iznosi (15 — Q1) - Q, n;j. Analogno, ako se
proizvede Q, proizvoda po cijeni od 10 — Q, n;j. , ukupni prihod od prodaje svih tih proizvoda

iznosi (10— Q) - Q,. Stoga ukupan prihod nastao prodajom obiju vrsta proizvoda iznosi
P(Q,0,)=(15-0)-Q +(10-0,)-Q, =0/ - 0; +15-Q, +10-Q,..
Ukupna dobit jednaka je razlici funkcije ukupnoga prihoda i funkcije ukupnih troskova:
D(Q,,0,)=P(0,,0,)~T(Q,,0,)=~0 —0; +15-0, +10-0, —(5-Q, +4- 0, +5),
D(leQz) :_le _Q22 +IO'QI +6'Q2 -5.

Odredimo domenu ove funkcije. Ponovno imamo prirodan uvjet Q,, Q, =0. Medutim, vrijednosti
svake funkcije prihoda trebaju biti nenegativne, pa mora vrijediti nejednakost

PP, 20,
odnosno moraju vrijediti nejednakosti

15-Q, >0,
10-Q, >0.

Stoga je domena funkcije D podrucje odredeno nejednakostima

x=0,
y 20,
15—x20,
10—y =>0.

Nacrtamo li pripadne krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini, dobit ¢emo Sliku 2.
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Slika 2.

Dakle, domena funkcije D je pravokutnik ¢iji su vrhovi tocke (0, 0), (15, 0), (15, 10) i (0, 10). Taj
pravokutnik je kompaktan skup. Funkcija D je polinom 2. stupnja u dvije varijable, pa je ta
funkcija neprekidna. Stoga ona na dobivenom pravokutniku, odnosno na svojoj domeni postize
obje ekstremne vrijednosti, tj. i globalni minimum i globalni maksimum. Nas zanima samo
globalni maksimum.

Odredimo najprije sve potrebne parcijalne derivacije funkcije D:

D, (0,.0,)=-2-0, +10,
DQ2 (0,,0,)=-2-0, +6.

Nadimo stacionarne tocke funkcije D. RijeSimo sustav

DQI =0,
DQz = O’
odnosno sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice
-2-0,+10=0,
-2-0,+6=0.

Lako se dobije (Q1’ Qz) = (5, 3). Ta tocka ocito pripada domeni funkcije D. Da bismo utvrdili
postizZe li u toj tocki funkcija D globalni minimum ili globalni maksimum, izracunamo:

D@5, 3)=-5"-3"+10-5+6-3-5=29,
D(0, 0)=-0>-0>+10-0+6-0-5=-5.

(Opet smo mogli odabrati i neku drugu tocku razlicitu od tocke (5, 3), ali najjednostavnije je
odabrati tocku (0, 0) koja pripada domeni funkcije D.) Preostaje nam zakljuciti:
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Treba proizvesti 5 koliCinskih jedinica prvoga dobra i 3 kolicinske jedinice drugoga dobra.
Pripadna optimalna ukupna dobit iznosi 29 n.j.

Neka su Q| i Q, traZene optimalne koli¢ine. TraZimo globalni minimum funkcije 7. Odredimo

najprije domenu te funkcije. Prirodni uvjet je ponovno Q,, O, 20. Budu¢i da ukupna proizvodnja
obaju proizvoda mora biti jednaka 20, mora vrijediti jednakost

0, +0, =20.
Stoga je domena funkcije T podrucje odredeno (ne)jednakostima:

x20,
y=0,
x+y=20.

Nacrtamo to podrucje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo Sliku 3.

S

R

Slika 3.

Dakle, domena funkcije D je duZina ¢iji su vrhovi tocke (20, 0) i (0, 20). Ta duzina je kompaktan
skup. Funkcija T je polinom 2. stupnja u dvije varijable, pa je ta funkcija neprekidna. Stoga ona na
svojoj domeni poprima obje ekstremne vrijednosti, tj. i globalni minimum i globalni maksimum.
Nas zanima samo globalni minimum.

Ovaj problem je najjednostavnije rijesiti svodenjem na odredivanje ekstrema funkcije jedne realne
varijable. Iz uvjeta Q, + @, =20 izrazimo npr. varijablu Q :

0,=20-0,
i uvrstimo dobiveni izraz u pravilo funkcije T

T(Q)=2-07+(20—0,) +0,-(20—0,) =20} +400—40-Q, + 0} +20-Q, — 07,
T(Q,)=2-0F —20-Q, +400.
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Ova kvadratna funkcija postiZze globalni minimum za Q, :%:5 1 taj minimum je jednak

T(5)=2-5"—20-5+400=350. Pripadna vrijednost varijable Q, iznosi Q, =20-5=15. Stoga
zakljucujemo:

Treba proizvesti 5 komada prvoga proizvoda i 15 komada drugoga proizvoda. Pripadni optimalni
troskovi iznose 350 n.j.

6. Neka su Q, i Q, optimalne koli¢ine. Buduc¢i da su te koli¢ine izrazene kao funkcije jedini¢nih

cijena, a da je funkcija troskova izrazena kao funkcija koli¢ina, trebamo izraziti jedini¢ne cijene
kao funkcije optimalnih koli¢ina. Iz sustava dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice

{Ql =48-2-p,—p,,
Q2=44_p1_p2

odnosno iz tom sustavu ekvivalentnoga sustava

{Z'Pl"'pz =48-0,,
p1+p2:44_Q2

oduzimanjem druge jednadZbe od prve jednadzbe dobivamo
p=4-0,+0,.
Uvrstavanjem ove jednadzbe u drugu jednadzbu sustava dobivamo:
p,=44-0,-p,=44-0,-(4-0,+0,)=40+0,-2-0,.

Dakle, rjeSenje sustava je (p,,p,)=(-0,+Q,+4, O, —2-0,+40). Dalje nastavljamo kao u

rjeSenjima prethodnih zadataka. Ukupni prihod nastao prodajom svih proizvedenih koli¢ina obaju
proizvoda iznosi

PQ.0)=p -0 +p, Q=0+ +4) 0 +(Q, -2-0,+40)-0,.
P(Q,0,)=-0} ~2:0; +2:0,- 0, +4:0, +40-0,.

Stoga je pripadna ukupna dobit jednaka

D(Q,,0,)=P(Q,0,)~T(Q,,0,)=-0 =20, +2-0,- 0, +4-Q, +40- 0, = (0] +2-0; +10),
D(Q,,0,)=-2-0} —4-Q?+2-0,-Q, +4-0, +40-Q, - 10.

Trazimo globalni maksimum ove funkcije na njezinoj domeni. Odredimo tu domenu.
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Na varijable Q i Q, postavljamo prirodan uvjet Q,, Q, 20. Medutim, i jedinicne cijene obaju
proizvoda moraju biti nenegativni realni brojevi, pa mora vrijediti nejednakost

Dy D, 20,

odnosno moraju vrijediti nejednakosti

-0, +0,+420,
0 -2-0,+4020.

Stoga je domena funkcije D podrucje odredeno nejednakostima

x=0,

y20,
—x+y+420,
x=2-y+40=0.

Nacrtajmo to podrucje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo Sliku 4.

Slika 4.

Primje¢ujemo da je domena funkcije D Cetverokut kojemu su vrhovi tocke (0, 0), (4, 0), (48, 44) i
(0, 20). Taj Cetverokut je kompaktan skup. Funkcija D je polinom 2. stupnja u dvije varijable, pa je
ta funkcija neprekidna. Stoga ona na skupu D postiZe oba globalna ekstrema, odnosno i globalni
minimum i globalni maksimum. Nas zanima samo globalni maksimum.

Odredimo sve potrebne parcijalne derivacije funkcije D:

Dy (Q,0) =40, +2:0,+4,
D, (0,0.)= 80, +2.0,+40.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 12



A

DRUSTVENI ODJEL

KVANTITATIVNE METODE U TRGOVINSKOM POSLOVANJU
2.5. LOKALNI EKSTREMI FUNKCIJA VISE VARIJABLI - zadaci

Nadimo stacionarne tocke funkcije D. U tu svrhu rijeSimo sustav

{DQI = O’

DQz =0,

odnosno sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice
—4-0,+2-0,=-4,
2.0, -8-0, =-40.

Lako dobivamo (Q,, Q,)=(4, 6). Ta tocka ocito pripada domeni funkcije D. Provjerimo je li rije¢
o globalnom maksimumu. Ra¢unamo:

D@, 6)=—2-4*-4.6"+2.4.6+4-4+40-6-10=118,
D, 0)=-2-0—4-0+2-0-0+4-0+40-0-10=—10,

pa zakljucujemo da se radi o tocki globalnoga maksimuma. (I opet smo umjesto (0, 0) mogli uzeti
bilo koju drugu tocku iz D, ali ovaj izbor je bio najjednostavniji.) IzraCunajmo i pripadne
optimalne cijene:

(p,p,)=(-4+6+4, 4-2-6+40)=(6, 32).
Zakljuc¢imo:

Treba proizvesti 4 litre soka Malinko po jediniénoj cijeni od 6 kn i 6 litara soka Sljivko po
jediniénoj cijeni od 32 kn. Optimalna ukupna dobit iznosi 118 kn.
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