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Elektrotehnicki adjel

1. Zadana je neprava potpuno skra¢ena racionalna funkcija

=2 +1
OH2-x

f=

a) Iskljuivo pomoéu odgovarajuega rastava na faktore odredite skup svih
nultocaka zadane funkcije.

Rjesenje:
Primjenom formula za kvadrat razlike i razliku kvadrata dobivamo:

x4—2-x2+1:()c2—1)2 =

=((x=D-(x+D)" =
=(x-1D*(x+1)?, VxeR.

Potpuno skra¢ena racionalna funkcija poprima vrijednost 0 ako i samo ako
njezin brojnik poprima vrijednost nula. Tako dalje imamo:

xt=2-x*+1=0,
(x=D*-(x+1)* =0,
(x=1=0)v(x+1=0),

x =1 x,=-1
Dakle, traZeni skup je N(f)={-11}.

Napomena: Primijetite da je skup N(f) dvoclan iako je brojnik zadane funkcije

polinom 4. stupnja. To je u skladu s osnovnim teoremom algebre: polinom 4.
stupnja ima najvise razlicite realne nultocke. U ovom slucaju brojnik zadane

funkcije ima dvije razlicite nultocke, od kojih je svaka kratnosti 2.
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Elektrotehnicki adjel

b) Iskljuivo pomoéu odgovarajuéega rastava na faktore odredite skup svih
polova zadane funkcije.

Rjesenje:
Rastavimo nazivnik zadane funkcije na faktore. Imamo:
x3+2-x=x-(x2+2), Vxe R.
Polovi zadane funkcije su sve realne nultocke njezina nazivnika. Primijetimo da
vrijedi nejednakost
x*+2>0, Vxe R,

jer je lijeva strana zbroj nenegativnoga realnoga broja (xz) i prirodnoga broja

(2). Zbog toga je nazivnik zadane funkcije jednak nuli ako i samo ako je x=0.
Dakle, P(f)={0}.

Napomena: I ovaj je rezultat u skladu s osnovnim teoremom algebre. Nazivnik
zadane funkcije je polinom 3. stupnja. Osnovni teorem algebre povlaci da taj
polinom mora imati barem jednu (realnu) nultocku. Ovaj polinom ima tocno

Jednu nultocku (a ne to¢no tri, kako bismo mozda ocekivali).
c) Prikazite zadanu funkciju u obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije.

Rjesenje:

Podijelimo brojnik zadane funkcije njezinim nazivnikom. Imamo redom:
(x4—2-x2 +1):(x3 +2-x)=x
- (x4 +2-x° )
—4-x*+1

Dakle,

2
f(x)=x+y=
X +2-x

_4‘x2—1
C+2-x
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X +5-x+4

2. Zadana je prava racionalna funkcija f(x)=— > .
X +4-x"+4-x

a) Odredite skup svih nultocaka zadane funkcije.
Rjesenje:
Argumentacijom kao u zadatku 1.a) dobivamo:

x*+5-x+4=0,

x, =4, x,=-1.
Zbog toga je N(f)={-4,—-1}.

b) Iskljuéivo pomoéu odgovarajuéega rastava na faktore odredite skup svih
polova zadane funkcije.

Rjesenje:
Primjenom formule za kvadrat zbroja dobivamo redom:

x3+4‘x2+4~x=x~(x2+4~x+4)=

=x-(x+2)°, Vxe R.

Argumentacijom kao u zadatku 1.b) slijedi:

x-(x+2)* =0,
(x=0)v(x+2=0),
x, =0, x,=-2.

Dakle, traZeni je skup P(f)={-2,0}.

Napomena: I ovaj je rezultat u skladu s osnovnim teoremom algebre. Nazivnik
zadane funkcije je polinom 3. stupnja. Osnovni teorem algebre povlaci da taj
polinom mora imati barem jednu (realnu) nultocku. Ovaj polinom ima tocno

dvije nultocke (a ne tocno tri, kako bismo mozda ocekivali).
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c) Koristeéi rezultat b) podzadatka rastavite zadanu funkciju na parcijalne
razlomke.

Rjesenje:
Trazimo rastav oblika

45044 A A A,
Y¥+4-X+4-x x x+2 (x+2)*

gdje su A, A,,A € R konstante. MnoZenjem te jednakosti s x-(x+2)* dobivamo:

X +5-x+4 _AL A A,

Y¥4+4-x"+4-x x x+2 (x+2)%

x2+5-x+4=A1-(x+2)2+A2-x-(x+2)+A3-x,

x=0—>4=A-(0+2) >4-A=4—>A =1,

x=-2—> (2 +5(-2)+4=A,-(-2) > (-2)- A, =2 —> A, =1,

x=1->1+51+4=A -(1+2) +A,-1-(1+2)+ A,- 1>
10=9-A+3-A,+A,

/-x-(x+2)

A =1
A =1,
9-A+3-A,+ A, =10.

Rjesenje ovoga sustava je (A|,A2,A3) =(1,0,1).

Dakle, trazeni rastav glasi:

1 1
f(x)_}+(x+2)2'
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3. Rastavite pravu racionalnu funkciju f(x)=—; na parcijalne razlomke.

xt+4-x7

Rjesenje:
Najprije rastavimo nazivnik zadane funkcije na faktore:

x4+4-x2=x2-(x2+4), Vxe R.

Zbog toga trazimo rastav oblika

4 AL A A xtA

t+4x2 x X X +4

gdje su A, A, A;,A, € R konstante. MnozZenjem te jednakosti s )c2~()c2 +4) slijedi:

4 A A A x+A,
oot ot
X +4-x X X x +4

4:Al~x~(x2+4)+A2‘(x2+4)+(A3-x+A4)-x2,

, /-xz-(x2+4)

4=A X +4-A x+A X +4A+A X +A X,
4=(A+A) X +(A,+A,) X +4-A -x+4-A,.

Prema teoremu o jednakosti dvaju polinoma dobivamo sustav:

A+A, =0,
A +A, =0,
4-A =0,
4-A, =4.

Njegovo je rjeSenje (A, 4,,4A;,A,)=(0,1,0,—1).

Dakle, trazeni rastav glasi:

i_ 1
2 xP+4

flx)=

Napomena: Trazeni rastav moze se brze (ali ne i jednostavnije!) dobiti ovako:

4 4+x-x _(4+x2)—x2 B
x4 X _xz‘(x2+4)_ xz‘(x2+4) -
4+ x° x° 1 1

_x2~(x2+4) x2~(x2+4) X X +4
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4. Neka su A,w>0 1 ge <—_2n’%> konstante. Odredite pravilo harmonijske funkcije

h(t)=A-sin(@-t+ @) ciji je dio grafa prikazan na donjoj slici.

>y

-~
A.

// \\

\
i

5

0,

—
ol
I}

[
e

Slika 1.
Rjesenje:
Iz slike 1. o¢itamo A =2.

Razmak izmedu dviju uzastopnih nultoc¢aka (koji je jednak udaljenosti pripadnih
sjecista grafa s osi apscisa!) jednak je d =10—0=10. Taj razmak mora biti jednak
polovici temeljnoga perioda 7' Tako dobivamo:

27,
0]

| —

otkuda je ="
10

Naposljetku, uo¢imo da zadani graf prolazi ishodistem. Buduéi da je pravilo funkcije
A definirano pomocu funkcije sinus, to znaci da je ¢ =0.

Dakle, trazeno je pravilo:

h(t)=2-sin(%-tj.
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5. Neka su A,w>0 1 @pe <—_2n’%> konstante. Odredite pravilo harmonijske funkcije

h(t)=A-sin(@-t+ @) ciji je dio grafa prikazan na donjoj slici.
*y
4

/ \
Ly ] /

[u

S
150

Rjesenje:

Slika 2.

1z zadane slike ocitamo A =4.

Nadalje, razmak izmedu strogo pozitivne nultocke i apscise tocke lokalnoga
maksimuma mora biti jednak cetvrtini temeljnoga perioda 7. Iz slike vidimo da je
taj razmak jednak

dzé-n—zzn
2 2
Tako iz
1 2=
—— =17
4 w
slijedi
2.t 1
w="—"—=—.
4-1 2

Naposljetku uoc¢imo da graf zadane funkcije prolazi tockom (0, 2.2 ) To znaci da
je h(0)=-2-/2 .
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Uvrstavanjem A =4, w:%’ t=01 h0)= —2-x/§ u pravilo funkcije 42 dobivamo:

—2-x/§=4-sin(%-0+¢}

singp=——-.
14 2

Prema pretpostavci je @e <—_2n’%> Skup <—_2n’§> je pravi podskup segmenta

[—,E} koji je prirodna domena funkcije arkus sinus, pa smijemo primijeniti tu

funkciju i dobiti:

Dakle, trazeno je pravilo

h(t)=4-sin(é—§j.
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Zadaci za grupne konzultacije

6. Neka su A,w>01 ¢€[O,TE] konstante. Odredite pravilo harmonijske funkcije

h(t)=A-cos(w-t+¢) ciji je dio grafa prikazan na donjoj slici.

x

0,

Rjesenje:

1z zadane slike o¢itamo A =1.

Nadalje, razmak izmedu strogo pozitivne nultocke i apscise tocke lokalnoga

maksimuma mora biti jednak cetvrtini temeljnoga perioda 7. Iz slike vidimo da je

taj razmak jednak

d=

Tako iz

1
4

slijedi

=

3—-0=3.
2m_,
(4]

2n_m
4.3 6

Naposljetku uoc¢imo da graf zadane funkcije prolazi tockom (0,1). To znaci da je

hO0)=1.

Uvrstavanjem A=1, @ :g
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T
I=1-cos| —-0+¢ |,
6
cosp=1.

Prema pretpostavci je ¢e[0,7t]. Skup [O,n] je prirodna domena funkcije arkus

kosinus, pa smijemo primijeniti tu funkciju i dobiti:
@ =arccos(1) =0.

Dakle, trazeno je pravilo

h(t) =cos (%tj
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7. Neka su A,w>01 @e [O,n] konstante. Odredite pravilo harmonijske funkcije
h(t)=A-cos(w-t+¢) ciji je dio grafa prikazan na donjoj slici.

F'S

e
Y

[9%]

Slika 4.
Rjesenje:

1z zadane slike o¢itamo A =|—6| =6.

Nadalje, razmak izmedu strogo pozitivne nultocke i apscise tocke lokalnoga
minimuma mora biti jednak cetvrtini temeljnoga perioda 7' 1z slike vidimo da je taj
razmak jednak

d=0.75-0.25=0.5.

Tako iz
12m_s
4 w
slijedi
2.7
w = =TT
4.0.5

Naposljetku uo¢imo da graf zadane funkcije prolazi tockom (0,3«/5). To znaci da
je h(0)=3-2.
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Uvrstavanjem A=1, w=mxn,t=0 i h(0)= 3~x/§ u pravilo funkcije 4 dobivamo:
342 = 6-cos(n-0+¢),

cos¢——2
5

Argumentacijom iz prethodnoga zadatka slijedi:

@ =arccos| — |=—.
2 4

T
h(t)—6-cos(n-t+zj.

Dakle, trazeno je pravilo
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