Dva dokaza jedne trigonometrijske jednakosti
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Jedna od najpoznatijih matematičkih konstanti svakako je omjer zlatnoga reza ili zlatni broj. Ta je konstanta jednaka
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(Više o omjeru zlatnoga reza može se naći u [1].) Lako se pokaže da ta konstanta ima sljedeća svojstva:
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U ovom ćemo članku na dva različita načina dokazati jednakost 
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Prvi je dokaz zapravo izvod jednakosti (3), dok je drugi „standardan“ algebarsko-trigonometrijski dokaz.
Dokaz I.
Najprije ćemo riješiti sljedeći zadatak.

Zadatak: Odredite pravokutan trokut kojemu je jedna kateta duljine 1 i kojemu su mjere kutova ujedno tri uzastopna člana istoga geometrijskog niza.

Rješenje: Neka su ( i ( mjere šiljastih kutova traženoga trokuta. Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je 
[image: image4.wmf]0

2

p

ab

<£<

. Vrijednosti (, ( i 
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 u danom poretku tvore tri uzastopna člana istoga geometrijskog niza ako i samo ako vrijedi jednakost


[image: image6.wmf]2

2

p

ba

=×

.





(4)

(Više o nužnom i dovoljnom uvjetu da tri realna broja tvore uzastopne članove geometrijsko-

ga niza vidjeti u [3], 1. dio.) 

S druge strane, zbroj mjera ( i ( treba biti jednak 
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 , pa mora vrijediti jednakost:
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Jednadžbe (4) i (5) tvore sustav dviju jednadžbi s dvije nepoznanice. Njegovim rješavanjem dobijemo:
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Uz standardne oznake u pravokutnom trokutu (a je duljina katete nasuprot kuta čija je mjera ( itd.), bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je a = 1. Tada iz
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slijedi
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Koristeći drugu i treću jednakost iz (2), jednakost (8) možemo zapisati u obliku:
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Dakle, traženi trokut je pravokutan trokut kojemu su duljine stranica 1, 
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 (vidjeti Sliku 1.).
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Slika 1.
Primjenom Pitagorina poučka na duljine stranica dobivenoga trokuta dobivamo:
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(10)
Koristeći identitete
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(11)
(vidjeti [2], 1. dio), jednakost (10) možemo dalje transformirati na sljedeći način: 
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Koristeći prvu jednakost iz (2), posljednju jednakost možemo zapisati u obliku:
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a to je upravo (3).
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Dokaz II.
Dokažimo najprije jednakost 
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Imamo redom:
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Koristeći formulu

[image: image22.wmf]coscos2coscos

22

abab

ab

+-

+=××





 (13)

dobivamo:
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što je i valjalo pokazati. 
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Zaključno napomenimo da se primjenom Eulerove formule
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odnosno jednakosti
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 jednakost (3) može zapisati u obliku
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Time se u jednoj jednakosti implicitno povezuju četiri različite matematičke konstante: e, i, ( i (. (O Eulerovoj formuli i nekim njezinim posljedicama vidjeti npr. [4].)
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