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™S - Matematika 1 Zadaci za demonstrature

. . .. EiF
v S | (preddiplomski smueni | oy 20y,
O Eektrotehnicki odjel studij elektrotehnike)
L o In(Z-1)
Odredite prirodnu domenu realne funkcije f(2)= —_—
2:2-2

Odredite prirodnu domenu realne funkcije g(x)=/log, ();+ 2) .
X

§

e . .
1 i njegovu prirodnu domenu.
+

.e5

Odredite inverz realne funkcije h(s) =

¢

Akoje f7'(¢)= % , odredite prirodnu domenu funkcije f.

Rastavite na faktore polinom p(d)=d’ —2-d* —d +2. Koriste¢i dobiveni rezultat nadite
skup svih nultoc¢aka polinoma p.

Rastavite na faktore polinom p(w)=2-w’—3-w”—3-w+2. Koristeéi dobiveni rezultat
nadite skup svih nultocaka polinoma p.

Pokazite da je polinom p,(t)=t'—t—=7-t*+t+6 djeljiv polinomom p,(t)=t>—1.
Koriste¢i dobiveni rezultat odredite skup svih nulto¢aka polinoma p,.

Pokazite da je polinom p(u)=-12-u’—u*+13-u’+u’—u djeljiv polinomom

p,(w)=u’—u . Koriste¢i dobiveni rezultat odredite skup svih nulto¢aka polinoma Py

a’+2

Zadana je neprava racionalna funkcija f(@)=——.
2+0-o

a) Odredite prirodnu domenu funkcije f.

b) Zapisite funkciju f'u obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije.
. . .. 3-8

Zadana je neprava racionalna funkcija g(f)=—————

B-16-8°

a) Odredite prirodnu domenu funkcije g.
b) Zapisite funkciju g u obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije.
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REZULTATI ZADATAKA

1. D, =(12)

2. D,

3 1
3. @& =I|——1| b, =(0, =)
© (1—2'Svj " < 2>

4. D, :R\[O, 1}.
: 2

(0.2]

5. pd)=@d+1)-(d-1)-(d-2). N, ={-112}.
6. pw)y=(w+)-2-w-1-(w=2). Nl,:{—l, %, 2}.

7. Dijeljenjem polinoma p, i p, dobiva se koli¢nik ¢(#) = t*—t—6 i ostatak r(#) = 0. Stoga je p, djeljiv s p,.
N, ={-2,-1,1,3}.

8. Dijeljenjem polinoma p, i p, dobiva se koli¢nik g(u) = —12-u” —u+1 i ostatak r(u) = 0. Stoga je p, djeljiv s
1 1
p2' Np1 2{—1, —E, 0, Z, 1} .
9. a) D, = R\{-1, 2};

b) f(“)=—053—a2—3~a—5+11L+122.
2+to-a
10. a) Df :]R\{_4’ 0’4}’

g e, 7256:B+3
b) g(ﬂ)_ ﬂ 16+ ﬂ3—16ﬁ ¢
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POLYTECHNICUM ZAGRAB
Elektrotehnicki odjel

DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

1. Logaritamska funkcija je definirana na podru¢ju na kojemu je logaritmand (izraz pod

logaritmom) strogo pozitivan. Zbog toga mora vrijediti nejednakost:
Z-1>0

Nadalje, vrijednost izraza pod drugim korijenom u nazivniku razlomka mora biti strogo
pozitivna. Naime, vrijednost bilo kojega izraza pod drugim korijenom mora biti jednaka
nekom pozitivnom broju ili nuli. No, u ovom slu€aju vrijednost izraza ne smije biti
jednaka nuli jer bi tada vrijednost nazivnika razlomka bila jednak nuli, pa razlomak ne bi
bio definiran. Dakle, mora vrijediti nejednakost:

Rijesimo taj sustav. Iz prve nejednadzbe odmah slijedi 7 >1, pa je skup svih rjeSenja te

nejednadzbe interval <1, +oo> .

Druga nejednadzba je kvadratna nejednadzba. Nju je najlakse rijeSiti graficki. Skicirajmo
graf funkcije g(£)=2-Z-Z%". RijeSimo jednad’bu g(#)=0, odnosno jednadzbu

v

2-7—%>=0.Dobivamo: z, =0, %, =2. Koeficijent uz #* jednak je —1, pa je graf funkcije

g parabola oblika N (vidjeti Sliku 1.)

Slika 1.
Iz gornje slike o¢itamo da je rjeSenje nejednadzbe 2-#—Z* >0 interval <O, 2> .

Dakle, rjeSenje zadatka je presjek intervala <1,+oo> 1 intervala <O, 2> . Taj skup je interval
<1, 2> . Prema tome, Df = <l, 2>
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2. Vrijednost izraza pod drugim korijenom mora biti jednaka nekom pozitivnom realnom
broju ili nuli. Tako dobivamo nejednadzbu:

logz(x+2j20,
2-x

odnosno toj nejednadzbi ekvivalentnu nejednadzbu

x+2
2-x
x+2 >1.

2-x

> 2()’

Primijetimo da nejednakost xX+2
X

postavljati uvjet da vrijednost izraza pod logaritmom treba biti strogo pozitivna. Takoder,
x+2

>1 povlaci nejednakost szz>0, pa nije potrebno
X

nejednakost 21 povlac¢i da je razlomak na lijevoj strani definiran i da je njegova

2-x
vrijednost jednaka ili veca od 1. Stoga nije potrebno postavljati uvjet da vrijednost
nazivnika toga razlomka treba biti razlicita od nule.

X+2 >1. Imamo redom:

Preostaje rijesiti nejednadZzbu 5
- X

Razlikujemo to€no dva moguca slucaja:

2—x20, —x=>-2, x<2,
L o & < xe(0,2];
x>0

2-x>0 x>0

2-x<0, —x<-2, x=2, '
II. s = < O (prazan skup).

2-x<0 x<0 x<0

Dakle, rjeSenje zadatka je D, = <0, 2]

3. Odredimo najprije inverz zadane funkcije. (PreSutno pretpostavljamo da je ta funkcija
bijekcija sa svoje domene na svoju sliku.) U pravilu funkcije # zamijenimo A(s) sy, pa iz

dobivene jednakosti izrazimo §. Imamo redom:

ei
2-¢5+1’

(2-e“v’+l)-y=e“v’,

y:
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o= ... | (preddiplomski stru¢ni lg(r)l'lfle_zoln'
i et b studij elektrotehnike)
2-¢ - y+y=é’,
2-e-y—e' ==y, /:(-1)
—2-¢ y+e' =y,
e -(1=2-y)=y,
e = Y , /ln

Tako smo dobili:

W& =In[— ]
) (1—2-5)

Odredimo prirodnu domenu te funkcije. Da bi logaritamska funkcija bila definirana,
vrijednost logaritmanda mora biti strogo pozitivna. Zbog toga dobivamo uvjet:

§

1-2-§

Primijetimo da nejednakost >0 povla¢i da je razlomak na lijevoj strani

v

— . S
nejednakosti definiran i da je njegova vrijednost strogo pozitivan realan broj. Stoga nije
potrebno postavljati uvjet da vrijednost nazivnika toga razlomka mora biti razli¢ita od
nule.

Preostaje rijesiti nejednadZbu > 0. Razlikujemo to¢no dva moguca slucaja:

v

1-2-§

§>0, §>0, §>0, 1
| = = 1 ©5€(0, —);
1-2-§>0 —2-§>-1 §<E 2

. . s <0,
TS L N N kup)
. razan SKup ).
1-2-§<0 -2-5§<-1 §>l P P

Odatle slijedi da je traZeni skup D, , = <0, %>

4. Primijenimo jednakost ( ! )_1 = f, za svaku bijekciju f. To znali da je inverz zadane
funkcije upravo funkcija f. Odredimo taj inverz postupkom opisanim u rjeSenju Zadatka 3.
Imamo redom:

y 2c'+1 _1 ’
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(2(54—1_1)')}:25’
26+1.y_y:25’

2020y =29 =y,
22 y-D=y,

Tako smo dobili:

¢
¢)=lo .
[ gz(z_é_l)
Odredimo prirodnu domenu te funkcije. Da bi logaritamska funkcija bila definirana,
vrijednost logaritmanda mora biti strogo pozitivna. To zna¢i da mora vrijediti
nejednakost:

< _>o.
2-¢-1
Primijetimo da nejednakost C: > 0 povlaci da je razlomak na lijevoj strani definiran i
. c —

da je njegova vrijednost strogo pozitivna. To znaci da nije potrebno postavljati uvjet da
vrijednost nazivnika toga razlomka mora biti razlic¢ita od nule.

e g Y ¢
Preostaje rijesiti nejednadzbu

> 0. Razlikujemo tocno dva moguca slucaja:

v

2-c—1

&>0, éso0,  |€7%
L = = 1 &©ce(—, +o0);
2:¢—1>0 2-§>1 5>E 2
¢ <0,

¢ <0, ¢<0, y
IL VRN PR | © e (-, 0).
<0 2-¢<l1 5<E

Stoga je rjesenje zadatka unija intervala <—oo,0> i intervala <%,+oo>. Ta unija je jednaka

skupu koji se dobije kad se iz skupa realnih brojeva R ,,izbaci* segment {O, %} . Dakle,

D, :(—oo,0>u<%,+oo> :R\[O, ﬂ
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5. Grupirajmo prvi i tre€i, te drugi i Cetvrti ¢lan u pravilu zadanoga polinoma. Imamo redom:
pd)=(@-d)+(2-& +2)=d-(d*-1)-2-(a* -1) =(d-2)-(d* ~1) =(d—2)-(a -1)-(d+1).

Sve nultocke zadanoga polinoma odredimo tako da izraz u svakoj pojedinoj zagradi
izjednacimo s nulom:

((@-2=0)v(@-1=0)v(@+1=0)) = ((d=2)v(d@=1)v(d=-1)
(S V je oznacen logi¢ki operator ,,ili“.) Dakle, traZeni skup je N, ={-1,1,2}.

6. Grupirajmo c¢lanove u pravilu zadanoga polinoma tako da zasebno grupiramo prvi i
posljednji ¢lan, a zasebno drugi i tre¢i ¢lan. Primijenimo formule za rastav na faktore
zbroja kubova, odnosno razlike kvadrata. Imamo redom:

pPW) =2 W +2)+ (3w =3 w)=2-W +1)=3-w-(w+1) =
=2-(w+D)- (W —wH+D=3-w- (w1 = (w+1)-[ 2- (W —w+1)=3-w]|=
=(w+1)- 2w =2 w+2-3-w)=(w+1)- (2w =5-w+2)=

=(WHD- 2w =4 w=w+2) = (w+D)-[ (2w —4- W)+ (-w+2) | =
=(w+1)[2:w- (w=2) = (w=2)] = (w+1)- (w=2)- (2 w-1).

Preostaje odrediti nultocke polinoma p. Izraz u svakoj pojedinoj zagradi izjednac¢imo s
nulom:

((w+1=0)v(w—2=0)v(2-w—1=0))@((w=—1)v(w=2)v(w=%)j.

Dakle, traZeni skup je N » = {—1,%,2}.

7. Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma. Imamo redom:
(= =70 +1+6): (1) =1"—1-6
(=)
' =61 +1+6
—(-r"+1)
617 +6
—(—6-1*+6)
0

Tako smo dobili da polinom p, pri dijeljenju polinomom p, daje koliCnik

q(t)=1"—t—6 i ostatak 0. Buduéi da je ostatak pri dijeljenju jednak 0, zaklju¢ujemo da je
polinom p, djeljiv polinomom p, .

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 7



™S - Matematika 1 Zadaci za demonstrature
. . . EiF
(preddiplomski stru¢ni lg(r)l'lfle'zol”_

 POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)

Elektrotehni€ki odjel

Iz provedenoga dijeljenja izravno slijedi jednakost p, = p, - g, odnosno jednakost
= =7- +1+6=(-1)-(* -1 -6).

Nulto¢ke polinoma p, su sva realna rjeSenja jednadzbe t*—t'—7-> +t+6=0. Zbog
gornje jednakosti, ta je jednadZzba ekvivalentna jednadZbi:

(£ -1)-(* -t-6)=0.

Umnozak dvaju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih
brojeva jednak nuli. Stoga imamo:

((z2 —-1)(£-1-6) :0) (:»((tz ~1=0)v(¢’ —t—6:0)) e((t=-1)vi=-Dv(=-2)v(=3)).
Dakle, traZeni skup je N, ={-2,-1,1,3}.
8. Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma. Imamo redom:

(—12-145 —u4+13-u3+u2—u):(u3—u):—l2-u2—u+1

—(—12-u’ +12-0°)

—ut+ut+ut —u
—(—u* +u?)

3
u —u

(')
0

Tako smo dobili da polinom p, pri dijeljenju polinomom p, daje koli¢nik
qu)=-12-u>—u+1 i ostatak 0. Buduéi da je ostatak pri dijeljenju jednak O,
zakljucujemo da je polinom p, djeljiv polinomom p, .

Iz provedenoga dijeljenja izravno slijedi jednakost p, = p, - g, odnosno jednakost
12w’ —u* +13-w’ +u’ —u :(u3 —u)‘(—12-u2 —u+1).

Nulto¢ke polinoma p, su sva realna rjeSenja jednadzbe —12-u’ —u*+13-u’ +u’ —u=0.
Zbog gornje jednakosti, ta je jednadZzba ekvivalentna jednadzbi:

(143 —14)-(—12-142 —u+l) =0,
odnosno jednadZzbi

w-(u’=1)-(-12-4> —u+1)=0.
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Umnozak triju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih brojeva
jednak nuli. Stoga imamo:

(- (> 1) (1217 ~u+1) =0) & (u=0) v (4’ =1=0) v (-12-4* ~u+1=0) ) &

@((u:o)v(u=—1)v(u:—1>v(u=—%jv(u:}J}

Dakle, traZeni skup je N, = {—1,—%,0,%,1}.

9. a) Racionalna funkcija je definirana za one vrijednosti nezavisne varijable za koje je
vrijednost nazivnika te funkcije razli¢ita od nule. Skup svih tih vrijednosti — a to je upravo

traZena prirodna domena - najbrZe i najlakSe dobijemo tako da iz skupa realnih brojeva R

,»1zbacimo* sve realne nultocke nazivnika zadane funkcije.
Iz jednadzbe 2+a—a” =0 slijedi &, =—1, @, =2. Stoga je traZeni skup D, =R\{-1,2}.
b) Podijelimo brojnik zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom. Dobivamo:

(&’ +2): (-’ +a+2)=-a’ -’ -3-a-5

~(a"-a'-2-a)

at+2-a +2

~(a*-a’-2-a7)

3’ +2-a° +2
~-(3-a’-3-a"-6-a)

5:0°+6-a+2
~(5-a”-5-a-10)
1l-a+12

Dakle, dijeljenjem brojnika zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom dobiva se
koli¢nik g(a)=-’ —a*-3-a-5 i ostatak r(a)=11-a+12. Analogno kao u
prethodnim zadacima odatle slijedi:

@ +2=(-a’ +a+2)(-a’-a’ -3-a-5)+(11-a+12).
Podijelimo obje strane ove jednakosti s —a” + & +2 . Dobijemo:

a5+2 3 2 11'6‘(4‘12
— = - -30-5+——,
- +a+?2 - +a+?2

odnosno
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11-a+12
flo)y=—a’-a’ -3 o-5+—7—.
- +a+2

Dobiveni prikaz je upravo trazeni prikaz.

a) Postupimo analogno kao u Zadatku 9.a). Rijesimo jednadzbu S’ -16-8=0. Imamo
redom:

B -16-4=0,

B-(B -16)=0,

BH(B-4)-(B+4)=0,

Odatle slijedi f, =0, B, =4, ff, =—4. Stoga je traZeni skup D, = R\{—4,0,4}.

b) Podijelimo brojnik zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom. Dobivamo:
(-8 +3):(B’-16- B)=-B"-16
~(-p +16-8)
-16-4°+3

—(-16- 8 +256- B)
—256- f+3

Dakle, dijeljenjem brojnika zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom dobiva se
koli¢nik g(B)=-4"-16 i ostatak r(S)=-256-F+3. Analogno kao u prethodnim
zadacima odatle slijedi:

-B’ +3=(B’-16-B)- (- —16)+(-256- S +3).

Podijelimo obje strane ove jednakosti s ° —16- /3. Dobijemo:

B g, 7256543
B —16-8 B-16-8"
odnosno
) —256- 5 +3
=—p" -16+———.
gh)=-f"~16+ 5165

Dobiveni prikaz je upravo trazeni prikaz.
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