™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
. . . EiF
(preddiplomski stru¢ni glrzu.lfzmls_

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE Studl_] elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

1. Nadite sve globalne ekstreme funkcije f:[—2, 2] — R definirane pravilom

f(x)=x’—3-x. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

2. Nadite sve globalne ekstreme funkcije g :[0,3] — R definirane pravilom

g(y)=7y-(y—3)*. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

3. Odredite domenu, intervale monotonosti i sve lokalne ekstreme sljedecih realnih funkcija:

a)f(x)=x+l;
X

Int
Mgm:%ﬁ
&) hiuy =21,

e

d)p:[O, 2‘71']—>]R, p(v)=sinv+cosv.

4. Pravokutno gradiliSte povrSine 1 ha treba ograditi tako da se za ogradivanje potrosi
najmanje materijala. Odredite optimalne dimenzije gradiliSta i izrazite ih u metrima. Sve
svoje tvrdnje precizno obrazloZite. (Napomena: 1 ha = 10 000 m>.)

5. lIzraCunajte sljedece grani¢ne vrijednosti primjenom L'Hopital-Bernoullijeva pravila:

3-(x—arctg x)

a) lim 3 ;
x—0 X
. 2 —e
b) lim =& _—9).
y=20  8sIn”y
. P Ht+1
¢) lim———;
t—>+o0 e
2w
d) lim —

e d —w? +w—1

6. Odredite intervale konveksnosti, intervale konkavnosti, prijevojne to¢ke i asimptote na
graf sljedecih realnih funkcija:

a) () =x* .
X
6-Int
52
o) h(y)=e>".

b) g(1) =
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™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
EiF
e R (pred‘c.liplomski str}léni glrzuliezmls
O Hlekerotehnicki odjel studij elektrotehnike)
REZULTATI ZADATAKA

1. Globalni minimum funkcije f jednak je —2 i postize se za x, =—21ix, =1.

Globalni maksimum funkcije f jednak je 2 i postiZze se za x; =—1ix, =2.

2. Globalni minimum funkcije g jednak je O i postize se za y, =01y, =3.

Globalni maksimum funkcije g jednak je 4 i postiZe se za y, =1.

a) D(f)=R\{0}, intervali rasta: <—oo,—1> i <1, +o<>>, intervali pada <—1, 0> i <0, 1>,
tocka lokalnoga minimuma: 7, = (1, 2), toc¢ka lokalnoga maksimuma: 7, = (-=1,-2);
b) D(g)=R" = (0, +oo>, interval rasta: <0,«/Z>, interval pada: <\/Z,+oo>,

tocka lokalnoga maksimuma: 7 = (\/; s ZL),
-e

¢) D(h) =R, interval rasta: <—oo, %> interval pada: <%,+oo>,

tocka lokalnoga maksimuma: T = (%, lj,
e

d) D(p)=[0, 2-7[], intervali rasta:<0, %> i <%~7£, 2-7[>, interval pada: <%, %~7z’>,

3

toCka lokalnoga minimuma: 7, = (% -TT, —JE j , tocka lokalnoga maksimuma: 7, = (—, \/E j

~

4. (x°,y")=(100,100), tj. gradiliste treba biti kvadrat stranice 100 metara.

a)L=1;
b) L =—¢;
¢) L=0;
d) L=0.

6. a) Intervali konveksnosti: (—oo, 0) i (I, +oo), interval konkavnosti: (0, 1), prijevojna
tocka: (1, 0), jedina asimptota: x = 0.

b) Interval konveksnosti: <9/e_5 ,+oo>, interval konkavnosti: <0,9/e_5 >, prijevojna tocka:

5
T = ({’/es e’ J , uspravna asimptota: os ordinata, desna vodoravna asimptota: os apscisa.

¢) Intervali konveksnosti: <—oo,—%> i <%,+oo>, interval konkavnosti: <—%,%>,

1 iT, = 11 jedina asimptota: os apscisa
,\/; 2 = 2,\/; ’ . .

N | =

prijevojne tocke: 7| = (—
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™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
. . . EiF
(preddiplomski stru¢ni glrzu.lfzmls_

PoLvTECCUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)

RABIE
Elektrotehnicki odjel

DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

1. Najprije odredimo: f (x)=3-x"-3.
Iz jednadzbe f (x) =0 slijedi 3-x*—3=0, a odatle je x, =1, x, =1.
Preostaje izraCunati vrijednosti funkcije f u rubnim toCkama segmenta (domene), te u
dvjema stacionarnim to¢kama:

f(2)=(=2)"-3-(-2)=-2,
fE) =) =3-(-)=2,
fy=r-3.1=-2,
f(2)=2-3-2=2.

Odatle zakljuc¢ujemo:

Jf ima globalni minimum -2. On se postiZe za x = -2 i za x = 1. Kra¢e mozemo reci da su
tocke globalnoga minimuma 7} =(-2,-2) i 7, =(1,-2).
f ima globalni maksimum 2. On se postize za x = —1 i1 za x = 2. Kra¢e moZemo reci da su
tocke globalnoga maksimuma 7, = (-1, 2) 1 7, =(2, 2).

2. Najprije odredimo:

gN=y-(y=-3=y-(y'=6-y+9)=y"-6-y"+9-y,
g () =3y =12-y+9.

Iz jednadzbe g (y)=0 slijedi 3-y*—12-y+9=0, a odatle je y, =1, y, =3. Preostaje
izraCunati vrijednosti funkcije g u rubnim tockama segmenta (domene), te u jednoj
stacionarnoj tocki koja nije rub segmenta:

g(0)=0-(0-3)* =0,
g(H)=1-(1-3)" =4,
¢(3)=3-(3-3)>=0.

Odatle zakljucujemo:

g ima globalni minimum 0. On se postize za y = 0 i za y = 3. Krae moZemo re¢i da su
toCke globalnoga minimuma 7, =(0, 0) i 7, =(3, 0).

g ima globalni maksimum 4. On se postiZze za y = 1. Kra¢e mozemo rec¢i da je tocka
globalnoga maksimuma 7}, = (1, 4).

3. a)lzuvjeta x#0 slijedi D(f)=R\{0}.

1 . N - -
ek Iz jednadzbe f'(x)=0 slijedi x> =1, a
odavde je x, =—1, x, =1. Budu¢i da traZimo intervale monotonosti, promatramo funkciju

Prva derivacija funkcije f je f (x)=1-

na Cetirima intervalima: (—oo, —1), (-1, 0), (0, 1) i (1, +00).
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RABIE
Elektrotehnicki odjel

Uzmemo x = -2, pa izraCunamo f (=2)=0.75>0. Dakle, f raste na intervalu (oo, —1).
Uzmemo x=-0.5, paizraCunamo f (=0.5)=-3<0. Dakle, f pada na intervalu (-1, 0).
Uzmemo x=0.5, paizraCunamo f (0.5)=-3<0. Dakle, f pada na intervalu (0, 1).
Uzmemo x = 2, pa izratunamo f (2) =0.75>0. Dakle, f raste na intervalu (1, +00).
Prema tome, intervali rasta su (—oo, —1) i (1, +00), a intervali pada (-1, 0) i (0, 1).

Budu¢i da je f rastuca lijevo od x = —1, a padajuca desno od x = —1, zaklju¢ujemo da je
T, =(-1, f(-1)) =(-1,-2) tocka lokalnoga maksimuma funkcije f .

Analogno, budu¢i da je f padajuca lijevo od x = 1, a rastu¢a desno od x = 1, zakljucujemo
daje 7,=(, f(1))=(, 2) toCka lokalnoga minimuma funkcije f.

b) Iz uvjeta >0 1 # 0 slijedi D(g)=R" =(0,+00).

1-2-In¢

Prva derivacija funkcije g je g (1) = 3
t

1
Iz jednadzbe g (1)=0 slijedi 1-2-Inf=0, a odavde je t=¢2 = Je. Stoga promatramo
funkciju na intervalima <0,\/Z > i <\/;,+°°>.
Zat=1je g (1)=1>0. Dakle, g raste na intervalu <0,\/Z> .

Zat=e je g'(e):—%<0,pagpada na intervalu <\/Z,+oo>.
e

Odatle zaklju€ujemo da je T :(\/Z, g(\/z )):(\/Z, ZLJ tocka lokalnoga maksimuma
‘e

funkcije g.

¢) Budu¢i da vrijedi nejednakost e¢** >0, Vue R, nemamo nikakvih uvjeta na vrijednost
varijable u. Zbog toga je D(h)=R.

2—4-u
eZ-u

Prva derivacija funkcije & je h (u) = . Iz jednadzbe A (u)=0 slijedi 2—4-u=0, a

odavde je u= % Stoga promatramo ponaSanje funkcije 4 na intervalima <—oo, %> i
()

—, 40 ) .

2
Zau=0je h(0)=2>0, pa h raste na intervalu <—oo, %>

L 2 . 1
Zau=1]je h(1)=—— <0, pa h pada na intervalu 5,+oo .
e

Odatle zaklju¢ujemo da je T:(%, h(%nz(%, l) tocka lokalnoga maksimuma
e

funkcije A.
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RABIE
Elektrotehnicki odjel

d) U zadatku je ve¢ navedeno da je domena zadane funkcije D(p)=[0,2-7].

Prva derivacija zadane funkcije je p (v)=cosv—sinv. Iz jednadzbe p (v)=0 slijedi
cos v—sinv=0.

Za isti v € R vrijednosti funkcija sinus i kosinus ne mogu istodobno biti jednake nuli jer u
suprotnom nije moguéa jednakost cos’v+sin’v=1. Ako bi bilo cos v = 0, onda bi iz
dobivene jednadzbe slijedilo sin v = 0, Sto je proturjecje. Zbog toga jednadzbu smijemo
podijeliti sa cos v. Tako dobijemo jednadzbu tg v = 1. Ona u segmentu [0, 2 - 7] ima tocno

D T . 5 . . .
dva rjeSenja: v, :Z 1v, :Z-ﬂ'. Stoga promatramo zadanu funkciju na intervalima

O,E, z, 27[ i 2.7[’ 2.-1).
47 \4 4 4

Zav=" je .(zj_\/g—l
6 11 6)" 2

>0, pa p raste na intervalu <O, %>
R . T 5
Zav=mje p(x)=-1<0, pap pada na intervalu <Z, Z?[>
3 . (3 . 5
Za v:E-ﬂ' jep 57[ =1>0, pa p raste na intervalu Z-f[, 2.-).

Dakle, intervali rasta zadane funkcije su <0, 72[> i <%7[, 2-7z>, a interval pada <7Z[, %7[>

Odatle zakljuujemo da je ﬂz(%,p(%j}z(%,ﬁj tocka lokalnoga maksimuma

funkcije p,a T, = (% 7T, P (% . ED = (% 7,2 j tocka lokalnoga minimuma funkcije p.

4. Neka su x i y redom duljina, odnosno S§irina gradiliSta. Stoga je povrSina gradiliSta
P = x-y. Ta povr$ina mora biti jednaka 1 ha = 10 000 m?, pa dobivamo jednakost:

x-y=10000.

Nadalje, za ogradivanje gradilista ¢e se potro$iti najmanje materijala ako opseg gradilista
bude minimalan. Opseg pravokutnika ¢ije su duljine stranica x i y dan je formulom

0=2-x+2-y.
Tako smo dobili sljedeci optimizacijski problem:

minimizirati O=2-x+2-y
pod uvjetima
x-y=10000,

x,y>0.

Posljednji uvjet moramo nadopisati jer je iz prirode problema jasno da nije moguce da x i
y budu nepozitivni realni brojevi.
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CrTEcHMCUN ACRANENSE studij elektrotehnike)

E ekrrotel hmicki odjei

Ovaj optimizacijski problem rjeSavamo svodenjem na problem odredivanja globalnoga
ekstrema funkcije jedne realne varijable. Iz uvjeta x-y =10000 izrazimo npr. varijablu y:

~ 10000
—

Uvrstimo i taj izraz u funkciju ¢iji globalni minimum traZimo, dobit ¢emo:

20000
.

O0=0(x)=2-x+

Zbog uvjeta x > 0, domena ove funkcije je R* = (0, +00), pa trazimo globalni minimum

funkcije O na ovom skupu. Postupamo na uobicajen nacin:

20000

’

20000

0(x)=02- & x> =10000 = x =100.

Analogno kao u zadatku 3., lako provjerimo da funkcija O strogo pada na intervalu
(0, 100) (npr. uzmemo x = 1 i dobijemo O (1)=—19998 <0), a strogo raste na intervalu

(100, +00) (uzmemo npr. x = 200 i dobijemo O (200) :%>0). Stoga funkcija O ima
lokalni minimum za x = 100.

Medutim, mi trazZimo globalni minimum te funkcije. 1z zakljuc¢ka da funkcija O strogo
pada na intervalu (0, 100) slijedi da za svaki xe <0,100> vrijedi nejednakost

O(x) > 0(100), a iz zakljucka da funkcija O strogo raste na intervalu (100, +o0) slijedi da
za svaki x>100 vrijedi nejednakost O(00)<O(x). Iz tih dviju nejednakosti
zakljuCujemo da za svaki xe <0,+oo>: D(O) (domena funkcije O) vrijedi nejednakost
O(x)>0(100), pa O doista ima globalni minimum za x = 100.

Dakle, optimalna vrijednost duljine gradilista je x* = 100 metara. Lako izraCunamo:
« 10000 10000 . . .
y :—*:W:mO metara. Prema tome, optimalno je da gradiliSte bude kvadrat
X

stranice 100 metara.

(1 1 1+0)—1
2 _hm3'(x—arctgx)_{} [3 (x—arctg x)] i I 1+ pime L g 1Y
l1_x4)0 x3 B 0 0 (x3) = 3x2 T x2 T x2
x
il L:L:r
0 1+ 140
b) L, lim 2 (e‘“-"_e):{Q}ZMEZ-(e‘W—e)] hmz & -(—siny) hn‘—e‘m’”‘:—eCOSU :i:_e_
=0 sin’y 0f 0  (sin’y) w0 2.siny-cosy 9cosy cosO 1 ’
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RABIE
Elektrotehnicki odjel

2 2 ! !
Lt +t+1:{+oo}:h.m(t zrf;l) :]jm2;+1:{+°°}:lim(2 t+1) :]jmg:(),
+oo 1—>too ¢ f—>oo +oo

ef
2w 2wy Aty
&) L, = lim———— ={0}—lim ©) — {0}=
0.

1~ f—>to0 (et ) f—>to0

wro w2 w—] | oo o (W WP Aw—l) w3 2wl |4eo
2:wy' 2w 2wy 2w
_ 2-e™) 1 4-¢ :{O}: lim 4-e )‘: ]ij-e :8;
W—>—o0 (31,1,2 _2W+1) w—)—oo6.w_2 W0 (6w_2) W—>o0 6 6

6. a) Primijetimo da je D(f)=R\{0}. Odredimo lirgl f(x)=+00 i lir(r)l f(x)=—co0, pa
zakljuCujemo da je os apscisa uspravna asimptota na graf funkcije f. Nadalje, lako vidimo

da vrijedi jednakost lim f ) = lim (x—izj:ioo, pa zakljuujemo da graf funkcije f
X

X—keo  x x—too

nema nijednu kosu asimptotu.
Za odredivanje intervala konveksnosti, intervala konkavnosti i prijevojne to¢ke potrebno
je odrediti drugu derivaciju zadane funkcije. Imamo:
' 1
f(x)=2-x+—,
X

" 2 2.x-2 2.(X-1) 2-(x=D-(x*+x+1])
f(x)=2—7= x B x’ - x '

Uo¢imo da za svaki xe D(f) vrijedi nejednakost x*+x+1>0. Naime, pripadna

kvadratna jednadzba nema realnih rjeenja, koeficijent uz x> je strogo pozitivan (i jednak
1), pa izraz poprima samo strogo pozitivne vrijednosti. Zbog toga je predznak druge

derivacije funkcije fjednak predznaku izraza x_3
X

3

x>0 x>0 x<0’

x=1>0, x—1<0,
X <0

Iz nejednadzbe f (x)>0 slijedi { ili

x>1, . [x<l],
, odnosno ili

Stoga je skup svih rjeSenja te nejednadZbe <—oo,0> u<l, +oo>. Intervali <—oo,0> i <1,+oo> su
pravi podskupovi skupa D(f), pa su oni ujedno i svi intervali konveksnosti funkcije f.

: g . jx=1>0, 0 jx—1<0, x>1,  [x<l,
Iz nejednadzbe f (x) <O slijedi ili , odnosno ili .
: x>0 x<0 x>0

x <0
Stoga je skup svih rjeSenja te nejednadzbe <O,1>. Taj interval je pravi podskup skupa
D(f), paje taj interval ujedno i jedini interval konkavnosti funkcije f.
Iz navedenih razmatranja zaklju¢ujemo da je T =(1, f(1)) =(1,0) jedina prijevojna tocka
grafa funkcije f.

b) Primijetimo da je D(g) = <0, +oo>. Racunamo:

6
lim g(¢) = lim 21/ :{ﬁ}znm — lim— = 4oo

t—0+ =0+ §. t2
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pa zakljucujemo da je os ordinata (os y) uspravna asimptota na graf funkcije g.

Zbog D(g)=(0,+e), graf funkcije g moZe imati samo desnu kosu asimptotu. Stoga

raéunamo:

6-
t—+00  f t—+e0 5.t +oo

6,
z:1im[g(r)—k-r]:1im6'1m={1°°}=nm L Jim—>_ =0,

—>+oo 5.t2
Zaklju€ujemo da je os apscisa, tj. pravac y =0, desna vodoravna asimptota.

Za odredivanje intervala konveksnosti, intervala konkavnosti i prijevojne to¢ke potrebno
je odrediti drugu derivaciju zadane funkcije. Imamo:

- 6—-12-Int
)=,
g @) e
()= 36:01=30 _6:(6:In1-5)
& 5.t 5.1 '

Primijetimo da za svaki fe D(g)=<0,+oo> vrijedi nejednakost 5i4>0. Stoga je
-t

predznak druge derivacije funkcije g jednak predznaku izraza 6-Inf-5.

5 5
1z nejednadzbe 6-In7—5> 0 slijedi ¢ > e®, pa je interval konveksnosti <€6 ,+<>o>.

5 5
Iz nejednadzbe 6-In7—5<0 slijedi ¢ <e®, pa je interval konveksnosti <O, e6> .

5 3 505
Odatle slijedi da je T = (eé ., 8 [eﬁ JJ = (eé ,e 3} jedina prijevojna toCka grafa funkcije g.

¢) Primijetimo da je D(h) =R, pa graf funkcije 7 nema uspravnu asimptotu. Racunamo:

—2.y%
k= lim 2O = i £ = i ! _ =0,
y—too y y—>too y y—teo y X ez-)
[=1im [A(y)—k-y]= lim ¢ = lim j}z =0,
y—eo y—doo y—oo e 'y

pa zakljucujemo da je os apscisa (0s y) obostrana vodoravna asimptota na graf funkcije 4.

Za odredivanje intervala konveksnosti, intervala konkavnosti i prijevojne tocke potrebno
je odrediti drugu derivaciju zadane funkcije. Imamo:

() =(4-y)-e™,
R (y)=—4-e> +16-y* e =42 . (4-y> -1).
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GRABIE
ki odjel

POLYTECHNICUM Z
Elektrotehnié

Primijetimo da za svaki ye R vrijedi nejednakost 4-¢™>* " >0. To znati da je predznak

druge derivacije zadane funkcije jednak predznaku izraza 4-y* —1.

Iz nejednadzbe 4-y>*—1>0 slijedi ye R\{—%,%}=<—w,—%>u<%,+w>. To znaci da

su <—oo,—%> i <%,+oo> svi intervali konveksnosti funkcije 4.

Iz nejednadzbe 4-y*—1<0 slijedi ye<—%, %> To znaci da je <—%, %> jedini

interval konkavnosti funkcije 4.

1 1 1 ). 1 (1 1 -
Tako zakljucujemo da su 7, =| ——, h| —— | |=|——=, e ? |iT,=| =, h| = | |=| =, e ?
2 2 2 2 2 2

sve prijevojne tocke grafa funkcije /.
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