1. UVOD. KOMPLEKSNI BROJEVI

1.3. OBLICI ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA.
DE MOIVREOVE FORMULE.



1.3.1. ALGEBARSKI ZAPIS KOMPLEKSNOGA BROJA
Uobicajeni (“klasi¢ni”) zapis kompleksnoga broja je
zapis iz cjeline 1.2.

Algebarski zapis: z=a+b-i, gdje su a,be R

Re(z) := a = realni dio broja z

Im(z) := b = imaginarni dio broja z

2|i= (Re(2)) +(Im(2))’ = +b* = modul broja 2

Osnovno svojstvo ovoga zapisa kompleksnoga
broja: laka i brza provedba operacija zbrajanja i
oduzimanja, a (tehnicki) nesto teza i bitno sporija
provedba operacija mnozenja i dijeljenja.
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1.3.2. GLAVNI ARGUMENT
KOMPLEKSNOGA BROJA

Svakom broju z € C pridruzena je toc¢no jedna tocka kompleksne (Gaussove)
ravnine.

Pretpostavimo da je z# 0 i da je Z tocka pridruzena broju z.

Spojnica tocke Z s ishodistem Gaussove ravnine (tj. s tockom O = (0, 0))
zatvara jedinstven kut ¢ s pozitivnim dijelom realne osi (tj. s polupravcem

¢iji je pocetak tocka O i kojega tvore sve tocke kompleksne ravnine cija je
prva koordinata nenegativna, a druga jednaka 0).

Taj kut se dobije tako da se od pozitivnoga dijela realne osi krene u smjeru
suprotnom od smjera kazaljke na satu sve dok se ne dode do spojnice.

Mjera kuta ¢ pripada intervalu [0,2-72'> i naziva se glavni argument
kompleksnoga broja z (oznaka: Arg(z)).

Napomena: Za broj z = 0 glavni argument nije definiran.

Pogresno je: Arg(0) = 0.
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1.3.3. ALGORITAM ZA ODREDIVANJE GLAVNOGA
ARGUMENTA KOMPLEKSNOGA BROJA

Ulaz (input): z=a+b-ic C\{O}, pri ¢cemu su a,b e R
Izlaz (output): glavni argument ¢ broja z (iskazan
u radijanima).

Korak 1. Ako je a = 0, onda:

ako je b > 0, definirati (p:z%. Kraj algoritma.

ako je b < 0, definirati go::%-yz. Kraj algoritma.
Inace, i¢i na Korak 2.
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1.3.3. ALGORITAM ZA ODREDIVANJE GLAVNOGA
ARGUMENTA KOMPLEKSNOGA BROJA

Korak 2. Izracunati ¢, E[O,%J prema formuli:

b

d

¢, = arctg

Korak 3. Akosu ¢>01b>0, definirati:
@ =@, Kraj algoritma.

Inace, i¢i na Korak 4.
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1.3.3. ALGORITAM ZA ODREDIVANJE GLAVNOGA
ARGUMENTA KOMPLEKSNOGA BROJA

Korak 4. Akosu a<01b2=0, definirati:
P =7 =@, Kraj algoritma.

Inace, i¢i na Korak 5.

Korak 5. Akosu g<0ib<0 , definirati:
@ =7 +@, Kraj algoritma.

Inace, i¢i na Korak 6.

Korak 6. Akosu a>01ib<0 , definirati:
@:=2-7—@, Kraj algoritma.
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1.3.4. NAPOMENE

« 1. Ako glavni argument ¢ zelimo iskazati u stupnjevima,
rezultat dobiven prethodnim algoritmom trebamo pomnoziti
brojem@.

T

 Podsjetnik: Mjeru kuta iskazanu u stupnjevima pretxjrraramo u
mjeru kuta iskazanu u radijanima mnozenjem brojem 120

 Mjeru kuta iskazanu u radijanima pretvaramo u mjeru kuta

180

iskazanu u stupnjevima mnozenjem brojem 2~ .
T
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1.3.4. NAPOMENE

e 2. Ako je @ = Arg(z), onda su:
Arg(—z)=(r+@)mod(2- ),
Arg(g):Z-ﬁ—qo.
3. Za svaki o > 0 kompleksni brojevi z1i o - z imaju
isti glavni argument.

e 4. Za svaki o < 0 kompleksni brojevi z i o - z imaju
clavne argumente takve da je modul razlike tih
argumenata jednak T.
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1.3.5. TRIGONOMETRIJSKI OBLIK
ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA

z=r-cis@:=r-(cosp+i-sin@), gdje su:

r := apsolutna vrijednost (modul) broja z
@ := glavni argument broja z.

Osnovno svojstvo ovoga oblika zapisa
kompleksnoga broja: laka i brza provedba operacija
mnozenja i dijeljenja.

Oprez: Nije mogucée zbrajati i oduzimati kompleksne
brojeve zapisane u ovom obliku. Za provedbu tih operacija
kompleksne brojeve je nuzno zapisati u algebarskom

obliku.
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1.3.6. PRAVILO ZA MNOZENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA
ZAPISANIH U TRIGONOMETRIJSKOM OBLIKU

* Ako suz =r-cis(¢), i=12, zadani kompleksni
brojevi, onda je:

* z -z, kompleksan broj ¢iji je modul 7 -7, a glavni
argument ostatak pri dijeljenju ¢, +¢@, s 2.7, tj.

z, 2z, =(1,-1,) -Cis(((p1 +@,)mod(2- 7[))
* Opcenito vrijedi:

ﬁzl:ﬁri-cis Zn:gol. mod(2- )
i=1 i=l1 i=1
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1.3.7. PRAVILO ZA DIJELJENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA
ZAPISANIH U TRIGONOMETRIJSKOM OBLIKU

» Ako suz, =r-cis(¢), i=1,2, zadani kompleksni

brojevi takvi da je z, #0, onda je
z

 —L kompleksan broj ciji su:
=
, h
 modul jednak — .
h

* glavni argument jednak:
* D=0, ako je% Z@z}
e 2:7T+@ —@, inace (tj. ako je ¢ <,).
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1.3.8. PRETVORBA OBLIKA ZAPISA:
ALGEBARSKI — TRIGONOMETRIJSKI

Ulaz (input):z=a+b-ie C\{0}, gdje sua,beR
Izlaz (output): z=r-cis(p), gdje su r >0, pe [O,2-7r>
Korak 1. Izracunati r=~/a? + 5> .

Korak 2. Odrediti glavni argument

algoritmom opisanim u tocki 1.3.3.
Korak 3. Zapisati: z=r-cis(¢).
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1.3.9. PRETVORBA OBLIKA ZAPISA:
TRIGONOMETRIJSKI — ALGEBARSKI

» Ulaz (input):

z=r-cis(@), gdje su r >0, (06[0,2°7Z'>
» Izlaz (output):
. z:a+b-ie(C\{O}, edje su a,beR
e Korak 1. Izracunati a:=r-cose.
 Korak 2. Izrac¢unati b:=r-sing.

 Korak 3. Zapisati: z=a+b-i.
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1.3.10. DE MOIVREOVA FORMULA ZA
POTENCIRANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Brza 1 relativno jednostavna provedba operacije
mnozenja  kompleksnih  brojeva  zapisanih u
trigonometrijskom  obliku  omogucuje  relativno
jednostavno potenciranje tih istih brojeva na velike
(cjelobrojne) potencije.

Tocnije, neka su ne N 1 z=r-cis(@), gdje sur >0
i 9e[0,2-7).

Tada vrijedi sljedeéa de Moivreova formula za
potenciranje kompleksnih brojeva:

z'=r" -cis((n -@)mod(2 - 7[))
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1.3.11. NAPOMENA

Prethodna formula vrijedi i za bilo koji cijeli
broj n € Z.

Tocnije, ako je n < 0, onda z” ima:
modul jednak »";
glavni argument jednak 2-7[—(‘n-go‘mod(2-7r)).

(S | | je oznacena “obicna” apsolutna vrijednost
realnoga broja).
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1.3.12. DE MOIVREOVA FORMULA ZA
KORJENOVANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Koriste¢i formulu za potenciranje kompleksnih brojeva
moze se pokazati da vrijedi sljedeca

Tvrdnja: Neka su ne N 1 z=r-cis(p), gdje sur>0i
Qe [0,2 : 7r>. Sva rjesenja algebarske jednadzbe
e 1" =2

dana su formulom

X, =</;-cis[¢+k.2.ﬂj, zak=0,1,..., n—1.

n
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1.3.13. NAPOMENA

 MozZe se pokazati sljedeca vazna

e Tvrdnja: Tocke u kompleksnoj ravnini koje su
pridruzene n -tim korijenima broja z tvore vrhove
pravilnoga  n-terokuta  upisanoga u  Ssredisnju
kruznicu polumgjera Z|.

 Pritom izraz sredisnja kruznica oznacava kruznicu
Cije je srediste u tocki O = (0, 0), tj. u ishodistu
(Gaussove ravnine.
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1.3.14. EKSPONENCIJALNI OBLIK
ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA

e U tehnickim znanostima c¢esto se koristi 1 tzv.

eksponencijalni oblik zapisa kompleksnoga broja koji se
temelji na tzv. Eulerovoj formuli:

e’ =cosp+i-sing
Lijeva strana te jednakosti je eksponencijalna funkcija
kompleksne warijable Cija je baza realan broj e =

2.718281828459...

Na taj se mnacin problem rjesavanja algebarskih
jednadzbi u skupu C rjesava metodama i tehnikama

tzv. kompleksne analize (grane matematike koja
proucava funkcije definirane na skupu C).
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