TvVZ - Matematika 1 1. Uvod.
(preddiplomski struéni | Kompleksni brojevi.
e mamamee | studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

1.2. REALNI I KOMPLEKSNI BROJEVI.

ALGEBARSKE OPERACIJE S KOMPLEKSNIM
BROJEVIMA

1. Zadan je kompleksan broj z:@{(2_1).(34_1)—(2+l).(3_l)}—3.
7 7+i 7—i

a) Izrac¢unajte apsolutnu vrijednost (modul) zadanoga broja.
b) Odredite x,ye R tako da brojevi z=2-x—y—-2)+(x—2-y+12)-i i 2z budu jednaki.

2. Pokazite da na skup C ne moZemo prosiriti standardni uredaj < uveden na skupu

R.

-2019
+1

+2020 2021
1 —1

2018
1

3. Zadani su kompleksni brojevi z, = iz,=>0+i)+1-i).

a) Prikazite zadane brojeve u Gaussovoj ravnini.

o
Zl_Z'Zz

4. a) Neka su z,€ C i r=0 proizvoljni, ali fiksirani. Odredite graficki prikaz skupa

b) Izrac¢unajte i zapisite dobiveni rezultat kao potenciju s bazom 2.

S={zeC:|z—z,|=r}
u Gaussovoj ravnini.

b) Odredite graficki prikaz skupa S iz a) podzadatka u Gaussovoj ravnini ako se
znak jednakosti u tom podzadatku zamijeni redom znakovima <, <, > i >.
c) Skicirajte skupove | z{ze C :|z| zl} i8S, z{ze C: 2S|z+1| < 3} u  Gaussovoj

ravnini.
5. Skicirajte sljedec¢e skupove tocaka u Gaussovoj ravnini:
a) S, :{ze C:Re(2)+Im(z) :()};
b) S, ={ze C:Im(z-g)—Re(_z.Z): 2};

&

c) S, ={ze C:Re(z)—Im(z) =|z

d)Ss, ={ze (C:z=4-(z)_l}.
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1.3. OBLICI ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA.
DE MOIVREOVE FORMULE

1. Zapisite sljedece kompleksne brojeve u svim trima oblicima:

(1+i)2()21
a) z, =ﬁ;
\/E‘el-lz-ﬂ'j
N 18
[%/E.e ) j
b)z,=8: -3

2. (pismeni ispit 1.2.2016.) Zadani su kompleksni brojevi z =-1-i i zzzx/§+i.

2016
B 2014/2015 . Zl !
52014z, )

Izracunajte glavni argument kompleksnoga broja z, :(

3. Tocke Z, i Z, prikazane u Gaussovoj ravnini na slici 1. pridruzene su redom

kompleksnim brojevima z; i z,. Odredite Arg (_Zl _ZzJ'
4+5

4. Odredite algebarski i trigonometrijski oblik zapisa onoga rjesenja jednadzbe
72=2-(i—-1) kojemu odgovarajuéa tocka pripada prvom kvadrantu Gaussove

ravnine. Potom izracunajte umnozak svih preostalih rjesenja te jednadzbe.
5. a) Odredite ukupan broj svih rjeSenja jednadibe z'*=-i koja imaju glavni

. T 5
argument u intervalu g, Z?[ .

b) Medu svim rjesenjima iz a) podzadatka odredite rjeSenje koje ima najmanji,
odnosno najvedi glavni argument. Izracunajte umnozak tih dvaju rjesenja i zapisite

ga u algebarskom obliku s to¢noséu od 10,

6. Izracunajte |z1+z4|—|z2—z3| za brojeve z,,7,,2;,2,€ C cije su pridruzene tocke u
Gaussovoj ravnini zadane na slici 2. (Broju z, pridruzena je tocka Z,, Vi=1,2,3,4.)

Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
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RJESENJA ZADATAKA

1.2. REALNI I KOMPLEKSNI BROJEVI.
ALGEBARSKE OPERACIJE S KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

z=ﬂ~(7+l—7_lj—3:—3+4~i.
7 \T-1i T+i
a) |7 =5;

b) z, =z, @{Z-x—y— =_3<:>x=2, y=5.
x=2-y+12=4
2. Dovoljno je (pokusati) usporediti brojeve 71 0.
Ako bi bilo i 20 , onda bi odatle slijedilo i-i >0, tj. —1>0, Sto je netoc¢no.
Ako bi bilo i <0, onda bi odatle opet slijedila netocna jednakost i-i>0, tj. =1>0.
Dakle, trazeno prosirenje ne postoji.

a)z =1—_,’=—i:z1 =(0,-D)=|z|=1
—1

7, =-4=Z,=(-4,0)=z,|=4.
_ 1 _ 2020 _ 1 .
Zl_Z'Zz Zl_Z'Zz

4. a) Neka je z,=a,+b,-i, za proizvoljne, ali fiksirane a,,b,€ R. Neka je z=x+y-i,

2020 2020

2020

== =(v2)" =20,

L—="2,
4

1

b) = = :ZI—Z.ZZ

pri cemu su x,ye R. U Gaussovoj je ravnini kompleksnom broju z, pridruzena

tocka  Z,=(a,,b,), a kompleksnom broju z tocka Z=(x,y). Ocito je

7—27,=(x—ay,)+(y—=b,)-i, otkuda je |z—z0|=\/(x—ao)2+(y—b0)2 . Iz uvjeta |z—z0|:r
slijedi (x—a,)*+(y—b,)> =r". To je jednadzba kruznice sa sredistem u tocki Z, i

polumjerom r. Ta kruznica je trazeni graficki prikaz.
b) Graficki prikazi su redom:

« krug sa sredistem u tocki pridruzenoj broju z i polumjerom r;

« otvoreni krug sa sredistem u tocki pridruzenoj broju z; i polumjerom r;

« Gaussova ravnina bez otvorenog kruga sa sredistem u tocki pridruzenoj broju
%, 1 polumjerom 7;

« Gaussova ravnina bez kruga sa sredistem u tocki pridruzenoj broju z i

polumjerom r.
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c) S je sredisnja jedini¢na kruznica.
S, je kruzni vijenac sa sredistem u tocki (1, 0), unutrasnjim polumjerom 2 i

vanjskim polumjerom 3.
5. a) §, je pravac p,...y=ux, tj. simetrala II. i IV. kvadranta Gaussove ravnine.
b) S, je pravac p..y=x-1.
c) S, je skupovna unija pozitivnoga dijela realne osi, negativnoga dijela imaginarne
osi i ishodista.
d) S, je sredisnja kruznica polumjera r=2.

1.3. OBLICI ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA.
DE MOIVREOVE FORMULE

1.
. («/E.cis(znmz;w: (ﬁ)zml.cis(%ﬂ') )2 e
(ﬁ_d{%_ﬁﬁ (V2" ci 3.
[2;-Cis é-;r jls . .
b)z=8- [2015[[1“2;;})]9 —ﬁzS-[é-Cis(ng—\/—=— 3—i=2-cis(%-zz]:2-e"?”.
3
2.

@, = Arg(z,)) = r+arctg(l) = %-7[,

@, = Arg(z,) = arctg (%) = %,

@, = Arg(z,) =2016- (T + @, —@,) = 4200- 7 = 2100+ (2- ) = 0 rad.

3. Odredimo najprije algebarski oblik, modul i glavni argument obaju brojeva:

Z, :(1,\/5):22 :1+i-\/§:rz :,,12+(\/§)2 =2, ¢ :arctg(\/ng:arctg(\/g):Z,

=2, ¢1:2-7z—(£—£):ﬂ-7z:>z,:2~cis(%~7r]:2~ cos(%-ﬂ)ﬂ-sm(%ﬂ] =\3-i.
5,/__/ _—
3 .

1
2 2

Potom izracunamo:
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=2 =(V3=i)=(1+iV3) = (V3-1)+(—3-1)-i,

Arg(z, —Zz)=Z.ﬂ—arctg(%]:2,7[_%.7[:%.7[’
st = (i {1+145) (1) (1)
Arg(z, +2,) =arctg[—£;ij:%.

Zbog toga je:

s 9 7 18 3
Arg| —= | = Arg(z, —2,) — Arg(z, +2,) =— T——=— 7 =— 7 1ad.
g[z1+zzj 8o —n) Atz +2) = I = =3

N A
z=2~\/§-cis(%;z} n=3=z,=(2:V2) cis 4# =ﬁ-cis(%} k=0, 1, 2.

k=0: zozﬁcis wj:ﬁ-cis(zj.
12 4
. . . (T .
Z, pripada L. kvadrantu Gaussove ravnine => z, = V2. CIS(ZJ =1+i;
k=1:z1=x/§-cis @1tz =2 -cis 1z ;
12 12
k=2'12=‘\/§CIS w :ﬁc1s(19_”j;
12 2
11-7 19-7 5z
Z,=|V2-ci | N2-ci =2-cis| — [=2-i.
2,72, (\/_ cis B ](\/_ cis 5 j ms( 7 j i

Z——i@Z—Cis[é-ﬂ']
5 .

z=cis(%-ﬂ'), n=12=z, =cis

3
—T+k-2-7w
ZT =cis(4'k+3-7r), k=0, 1, .., 11.

PR3 S re e oke{ 2.3 4,5 6).
24 47Ty

T<
6

Rjesenje s najmanjim glavnim argumentom dobije se za k =1.

Rjesenje s najve¢im glavnim argumentom dobije se za k = 6.

. (7 . (9 . (17 .
z,=cis [iﬂ') Z =01s(§-7r] =272 =CIS[E-7Z'] =-0.25882-0.96593-i
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6. Primijetimo da su tocke Z,,...,Z, i tocka (—\/E,—\/E ) vrhovi pravilnoga Sesterokuta

upisanoga u sredisnju kruznicu polumjera 2. (Preostali Sesti vrh toga Sesterokuta je
neoznacena tocka.) Prema de Moivréovoj formuli za korjenovanje, postoji jedinstven

we C takav da su Z,,...,Z, i tocka (—ﬁ,—ﬁ) pridruzeni Sestim korijenima iz
broja w.
Tocka (—\/5,—\/5) je pridruzena kompleksnom broju zg =—2-2-i=2-cis (%7[},

pa slijedi:

w=z¢ =26-cis(6%-7zj=26-cis(gﬁj:f~cis(%-7£+3-2~7zj=26~cis(%-7£).

Koristenjem de Moivreove formule za korjenovanje odredimo kompleksne brojeve
pridruzene tockama Z,...,Z,. Zapisat ¢emo ih u algebarskom obliku:

3
|yt (7 V26 (Ve+2) .
g =2-cis| =—— |=2-Cis| —- 7 |= + -1,
6 12 2 2
5 +4
| TR (11 26 (Jo-+2) .
Z,=2-cls| =—— |=2-Ci8| — 7 |= + ‘1,
6 12 2 2
5 +8
| e, .(19 ) Jo-2 (2-+6) .
Z;=2-Ccis| =—— |=2-CiS| — 7 |= + ‘1,
6 12 2 2
5 +10
| P .(23 j Jo+2 (2-6) .
Z,=2-Ccis| =———|=2-Cis| — 7 |= + 1.
6 12 2 2

Tako konac¢no dobivamo:

|zl+z4|—|z2—z3|:‘\/5+\/§-i‘—‘—\/€+\/€-i‘:2—2-\/§.
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