1.2. OSNOVE DISKRETNE
TEORIJE VIEROJATNOSTI

SLUCAJNI POKUS. ELEMENTARNI
DOGADAIJI I DOGADAIJI.
KLASICNA DEFINICIJA
VIEROJATNOSTI.



1.2.1. SLUCAJINI POKUS

Svaki pokus €iji ishod nije unaprijed odreden nazivamo
slucajni pokus.

Primjer1 sluCajnih pokusa:
nenamjeStena nogometna utakmica u 1. kolu HNL

trajanje rada nekoga uredaja (zaokruzeno na cijeli broj
satl)

rodenje djeteta

1zvlacenje u jednom kolu 1igre LOTO 7/39
prosidba

bacanje simetricnoga novcica

bacanje simetriCne 1grace kocke
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1.2.1. SLUCAJINI POKUS

Primjerti ne-sluCajnih 11 deterministickih
pokusa:

upit bilo kojem nastavniku Elektrotehnickoga
odjela TVZ-a moze 11 se kupiti 1spit 1z kolegija
koji predaje dotiCni nastavnik

vjencanje

prinosenje upaljene zigice suhom listu papira
1zlazak na 1spit 1z Vjerojatnosti i statistike bez
prethodnoga ucCenja gradiva

Visoka poslovna Skola P.A.R., Rijeka 3



1.2.2. ELEMENTARNI
DOGADAIJI

Svaki pojedini 1shod pokusa zovemo elementarni
dogadaj 1 oznaCavamo s ®

Skup svih elementarnih dogadaja oznaCavamo s
() 1 nazivamo prostor elementarnih dogadaja.

Prostor elementarnih dogadaja €2 ima svojstva:
nikoja dva elementa nisu medusobno jednaka

svaka izvedba slucajnoga pokusa kao ishod ima
tocno jedan element skupa €

Ovisno o karakteru sluCajnoga pokusa, skup (2
moze biti konacan 11 beskonacan
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1.2.3. PRIMIJER 1.

» Za svaki od sluCajnih pokusa navedenih u
tocki 2.1. odredite prostor elementarnih
dogadaja.
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1.2.4. ALGEBRA DOGADAIJA

Neka je Q prostor elementarnih dogadaja.
Promatramo skup (preciznije, familiju) J podskupova

skupa €2 koj1 1ma sljedeca svojstva:
De F;

Qe F

(A,Be F)= (A UBe F);

(Ae F) = (A e F).

Familiju JF tada nazivamo algebra dogadaja.
Elemente familije J nazivamo dogadayji.
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1.2.5. DOGADAII

Kao standardnu algebru dogadaja uzimamo partitivni skup

skupa €2, odnosno skup ¢iji su elementi svi podskupovi skupa
Q.

Taj skup ozna¢avamo s P(L).

Tako intuitivho mozemo reci da je dogadaj bilo koji podskup
skupa Q.

Ako je Q konacCan skup, onda je svaki podskup skupa
yjedno 1 dogadaj (tj. vrijedi ekvivalencija: biti dogadaj < biti
podskup skupa ).

Ako je Q beskonacCan skup, gornja ekvivalencija ne mora
vrijediti (tj. bilo koji podskup skupa €2 ne mora biti dogada;j).
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1.2.6. OPERACIIE S
DOGADAIJIMA

* UobiCajene operacije sa skupovima 1 njithovi rezultati
ovdje imaju svoja “posebna imena”

* Skup Q (kao element familije F) nazivamo siguran
dogadaj. Taj Ce se dogadaj ostvariti pri bilo kojem
izvodenju sluCajnoga pokusa. Oprez: Razlikujte €2
kao prostor elementarnih dogadaja 1 €2 kao dogada!

* Prazan skup @ (kao element familije J) nazivamo
nemoguc dogadaj. Taj se dogadaj neCe ostvariti ni u
jednom 1zvodenju slu¢ajnoga pokusa.

Visoka poslovna Skola P.A.R., Rijeka 8



1.2.6. OPERACIIE S
DOGADAIJIMA

 Dogadaj A U B, gdje su A, B € F, naziva se zbroj
dogadaja A 1 B, te se oznaCava s A + B. Taj Ce se
dogadaj ostvariti pr1 izvedbi sluCajnoga pokusa ako 1
samo ako se pr1 1zvedbi toga pokusa ostvart barem
jedan od dogadaja A 1 B.

 Dogadaj A N B, gdje su A, B € F, naziva se umnozak

dogadaja A 1 B, te se oznaCava s A - B. Taj Ce se
dogadaj ostvariti pr1 izvedbi sluCajnoga pokusa ako 1
samo ako se pr1 1zvedbi toga pokusa istodobno
ostvare 1 dogadaj A 1 dogadaj B.
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1.2.6. OPERACIIE S
DOGADAIJIMA

* Ako vrijedi inkluzija A < B, onda kazemo da dogada;
A povlaci dogada) B. To znaci da ¢e se dogadaj B
dogoditi ako se dogodio dogadaj A.

* Dogadaj A \ B naziva se razlika dogadaja A1 B , te se

oznacava s A \ B. Taj Cce se dogadaj dogoditi ako se
dogodio dogadaj A, a nije se dogodio dogadaj B.

* Dogadaj Q \ A nazivamo dogadaj suprotan dogadaju
A i oznacavamo s AC. Taj ¢e se dogadaj dogoditi ako
se nije dogodio dogadaj A.
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1.2.6. OPERACIIE S
DOGADAIJIMA

* Ako vrijedi jednakost A = B, kazemo da su
dogadaji A 1 B jednaki.

* Ako vrijedi jednakost A M B =< (tj. akosu A1 B
disjunktni kao skupovi), kazemo da su dogadaji A
1 B disjunktni i1 da se dogadaji A 1 B medusobno
iskljucuju. To znaci da Ce se dogadaj A dogoditi
ako 1 samo ako se neCe dogoditi dogadaj B.

* Bilo koja dva elementarna dogadaja se uvijek
medusobno iskljucuju.
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1.2.7. PRIMIJER 2.

Promatramo slucajni pokus izviacenje prvoga broja u 1. kolu
LOTA 7/39.

a) Navedite prostor elementarnih dogadaja Q.
b) Pretpostavimo da za algebru F uzmemo skup P(Q).

Navedite primjere neelementarnih dogadaja A, B, C 1 D takvih
da:

A povlaci B;
C 1 D se medusobno iskljucuju.

¢) Neka su E = {izvuCen je broj strogo ve¢i od 10} 1 F =
= {izvucen je broj djeljiv s 5}. Odredite dogadaje E+ F, E - F,
E—-F,F—E, E“i FC, te ih interpretirajte rijeCima.
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1.2.8. VJEROJATNOST

Neka je Q prostor elementarnih dogadaja 1 F pripadna algebra dogadaja
(npr. F =P(Q)).

Svako preslikavanje P : F — [0, 1] koje ima svojstva;

Pl. P(©) = 0;

P2. P(Q)) =1;

P3. (A c B) = P(A) < P(B) (tzv. svojstvo monotonosti)

P4. (A - B=9) = [P(A+ B) = P(A) + P(B)] (tzv. svojstvo aditivnosti)
naziva se vjerojatnost (na algebri JF).

Realan broj P(A) nazivamo vjerojatnost dogadaja A.

Uredenu trojku (€2, F, P) nazivamo vjerojatnosni prostor.

Ako je Q konacan skup, rijeC je o konacnom vjerojatnosnom prostoru.

Ako je € beskonaCan skup, rijeC je o beskonacnom vjerojatnosnom
prostoru.
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1.2.9. SVOISTVA

VIJEROJATNOSTI
1. Za bilo koja dva dogadaja A, B € JF vrijeda:
P(A+ B)=P(A)+ P(B)— P(A - B)
2. Za bilo koj1 dogadaj A € F vrijedi:
P(A%) =1-P(A).

3. Ako je O

konaCan vjerojatnosni prostor, tj.

akoje Q={m,,..., ® } zanekin € N, onda je:

<

(P(w)>0,zasvakii=1, ..., n;

S P(@) =1,
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1.2.10. KLASICAN
VIJEROJATNOSNI PROSTOR

* Neka je Q = {m®,..., ® ]} konacan prostor
elementarnih dogadaja.

* U vecini sluCajnih pokusa razumno je pretpostaviti da
su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni, tj. da
vrijedi jednakost:

* P() =...=P(m).

* Buduci da prema svojstvu 3. 1z 2.9. za proizvoljnu
vjerojatnost mora vrijediti jednakost iP(a)i) =1 , lako
dobivamo: | =

P(w)=—, zasvakii=1,...,n
n
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1.2.10. KLASICAN
VIJEROJATNOSNI PROSTOR

* Na taj je nacin funkcija P definirana na skupu
(). Preostaje prosiriti je na algebru F.

* Svi elementi algebre F su konacni skupovi (jer

je Q konacan skup). Stoga za svaki dogadaj
A € F postoj jedinstven prirodan broj m takav

da je card(A) = m.
e Tako za svaki A € F definiramo:

P(A) = card(A) _m
card(2) n
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1.2.10. KLASICAN
VIJEROJATNOSNI PROSTOR

Nije teSko provjeriti da ovako definirana funkcyja P 1ma
svojstva P1. — P4., tj. da je funkcija P vjerojatnost

Ovako dobivenu uredenu trojku (€2, F, P) nazivamo klasican
(konacan) vjerojatnosni prostor.

Osnovna prednost ovakvoga definiranja funkcije P jest Sto za
1zraCunavanje vjerojatnosti svakoga elementa A algebre F ne
moramo znati od kojih se toCno elementarnih dogadaja sastoji
dogadaj A, nego samo od koliko se tofno elementarnih
dogadaja sastoji dogadaj A.

Stoga ¢e nam u rjeSavanju zadataka s vjerojatnostima korisno
posluziti nauCene tehnike 1z kombinatorike.
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1.2.10 KLASICAN
VIJEROJATNOSNI PROSTOR

« U terminologiji klasiCnoga vjerojatnosnog
prostora svaki element skupa €2 naziva se
moguci ishod, a svaki element dogadaja A
naziva se povoljan ishod.

* Stoga formulu za raCunanje vjerojatnosti
dogadaja A mozemo izreci 1 ovako:

P(A) = ukupan broj povoljnih ishoda

ukupan broj mogucih ishoda
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1.2.11. PRIMIJER 3.

* Formirajte klasiCan vjerojatnosni prostor za
sluCajan pokus 1z Primjera 2.

* IzraCunajte vjerojatnosti svih dogadaja 1z
Primjera 2. ¢).
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1.2.12. PRIMIJER 4.

IzraCunajte vjerojatnost da u jednom kolu igre
LOTO 7/39 pogodimo:

a) svih sedam brojeva dobitne kombinacije;
b) barem pet brojeva dobitne kombinacije;
¢) najvise Cetirl broja dobitne kombinacije.

Procijenite najvjerojatniji broj pogodenih brojeva
u jednom kolu 1igre LOTO 7/39.

(Dopunski  broj u svim sluCajevima
zanemarujemo.)
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1.2.13. NAPOMENA

U rjeSavanju zadataka korisno je primijeniti

sljedece skupovne jednakosti:
1.A-B=A" B“.

2. (A9t = A.

3.(A+ B =A% B¢,

4. (A - B =A%+ B¢

S JA-(B+(C)=A-B+A-C.
6. A+B)- A+0O)=A+B-C
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1.2.14. NAPOMENA

U rjesavanju zadataka korisno je primijeniti 1

sljedece jednakosti:

1. P(A + B) = P(A) + P(A - BY).
2. P(A)=P(A - BY) + P(A - B).
3. P(B)=P(A* - B) + P(A - B).

4. PA+ B+ C)=PA)+ P(B) + P(C) - PA -

-B)—PA-C)-PB-C)+PA-B-0)
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