1. UVOD. KOMPLEKSNI BROJEVI

1.3. OBLICI ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA.
DE MOIVREOVE FORMULE.



1.3.1. ALGEBARSKI ZAPIS KOMPLEKSNOGA BROJA
Uobicajeni (“klasicni”) zapis kompleksnoga broja je
zapis iz cjeline 1.2.

Algebarski zapis: z=a+b-i, gdje su a,b € R.

Re(z) := a = realni dio broja z

Im(z) := b = imaginarni dio broja z

2|=J(Re(2))’ +(Im(2))’ =@ + b modul broja 2
Osnovno svojstvo ovoga zapisa kompleksnoga
broja: laka i1 brza provedba operacija zbrajanja i
oduzimanja, a (tehnicki) nesto teza i bitno sporija
provedba operacija mnozenja i dijeljenja.
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1.3.2. GLAVNI ARGUMENT
KOMPLEKSNOGA BROJA

Svakom broju z € C pridruZena je tocno jedna tocka kompleksne (Gaussove)
ravinine.

Pretpostavimo da je z# 0 i da je Z tocka pridruzena broju z.

Spojnica tocke Z s ishodistem Gaussove ravnine (tj. s tockom O = (0, 0))
zatvara jedinstven kut ¢ s pozitivnim dijelom realne osi (tj. s polupravcem

¢iji je pocetak tocka O i kojega tvore sve tocke kompleksne ravnine ¢ija je
prva koordinata nenegativna, a druga jednaka 0).

Taj kut se dobije tako da se od pozitivnoga dijela realne osi krene u smjeru
suprotnom od smjera kazaljke na satu sve dok se ne dode do spojnice.

Mjera kuta ¢ pripada intervalu [0,2'7T> i naziva se glavni argument
kompleksnoga broja z (oznaka: Arg(z)).

Napomena: Za broj z= 0 glavni argument nije definiran.

Pogresno je: Arg(0) = 0.
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1.3.2. GLAVNI ARGUMENT
KOMPLEKSNOGA BROJA

2+




1.3.3. ALGORITAM ZA ODREDIVANJE GLAVNOGA
ARGUMENTA KOMPLEKSNOGA BROJA

Ulaz (input): z=a+b-ie C\{0}, pri ¢emu su a,b € R
Izlaz (output): glavni argument ¢ broja z (iskazan
u radijanima).

Korak 1. Ako je a = 0, onda:

ako je b > 0, definirati gozzg . Kraj algoritma.

ako je b < 0, definirati gp:z%-n. Kraj algoritma.
Inace, i¢i na Korak 2.
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1.3.3. ALGORITAM ZA ODREDIVANJE GLAVNOGA
ARGUMENTA KOMPLEKSNOGA BROJA

Korak 2. Izracunati ¢, e{o,g) prema, formuli:

4
@, = arctg| |—| |.
a

Korak 3. Akosu a>01b>0 definirati:
» =@, Kraj algoritma.

Inace, i¢i na Korak 4.
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1.3.3. ALGORITAM ZA ODREDIVANJE GLAVNOGA
ARGUMENTA KOMPLEKSNOGA BROJA

Korak 4. Akosu a<0 i b>0definirati:

@ =n—@, Kraj algoritma.

Inace, i¢i na Korak 5.

Korak 5. Akosu a<015b<0, definirati:
@ =n+@, Kraj algoritma.

Inace, i¢i na Korak 6.

Korak 6. Akosu a>01b<0 , definirati:
p=2-n—¢@, Kraj algoritma.
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1.3.4. NAPOMENE

* 1. Ako glavni argument ¢ Zelimo iskazati u stupnjevima, onda
rezultat dobiven prethodnim algoritmom trebamo pomnoziti
brojem@.

T

* Podsjetnik: Mjeru kuta iskazanu u stupnjevima pret\%ramo u
mjeru kuta iskazanu u radijanima mnozenjem brojem ——.

180

 Mjeru kuta iskazanu u radijanima pretvaramo u mjeru kuta

iskazanu u stupnjevima mnozenjem brojem ——— .
T
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1.3.4. NAPOMENE

Neka je @ = Arg(z). Tada vrijede jednakosti:

Arg(a-z) =+

-

\

Arg(z), za a > 0;
n+ Arg(z), zaa <01 Arg(z)

Arg(z)—m, za <01 Arg(z)

Arg(g):2-n—g0.

0.7),

:71,2'7I>.

Prvu jednakost mozemo zapamtiti u obliku:

Mnozenjem kompleksnoga broja strogo pozitivnim
realnim brojem mijenja se modul polaznoga broja,
dok glavni argument ostaje nepromijenjen.
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1.3.5. TRIGONOMETRIJSKI OBLIK
ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA

z=r-cis@:=r-(cosp+i-sing), gdje su:
r:= apsolutna vrijednost (modul) broja z
@ := glavni argument broja z.

Osnovno svojstvo ovoga oblika zapisa kompleksnoga
broja: laka 1 brza provedba operacija mnozenja i
dijeljenja.

Oprez: Nije mogucée zbrajati i oduzimati kompleksne
brojeve zapisane u ovom obliku.

Za provedbu tih operacija kompleksne brojeve je nuzno
zapisati u algebarskom obliku.
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1.3.6. PRAVILO ZA MNOZENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA
ZAPISANIH U TRIGONOMETRIJSKOM OBLIKU

* Ako suz =r-cis(¢g), i=1,2, zadani kompleksni
brojevi, onda je:

* z -z, kompleksan broj ¢iji je modul# -5, a glavni
argument ostatak pri dijeljenju ¢, +@, s 2.7, tj.

z,:zy=(11) Cis((@ ™ @2)m0d(2 ' JI))
* Opcéenito vrijedi:

ﬁzl.: ﬁ’? - C18 Zn:gol. mod(2 - 1)
i=l1 i=1 i=1
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1.3.7. PRAVILO ZA DIJELJENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA
ZAPISANIH U TRIGONOMETRIJSKOM OBLIKU

o Ako suz, =r-cis(¢), i=1,2, zadani kompleksni
brojevi takvi da je z, #0, onda je

. 21 kompleksan broj ¢iji su:
<y
h
* modul I/‘_,

e glavni alzrgument:

0 =y, ako je ¢, 2y,
2T+ @, — ¢,, Inace.
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1.3.8. PRETVORBA OBLIKA ZAPISA:
ALGEBARSKI — TRIGONOMETRIJSKI

Ulaz (input):z=a+b-ic (C\{O}, gdje su a,be R
Izlaz (output): z=r-cis(p), gdie sur>0, p€[0,2-m).
Korak 1. Izracunati r=~/a® + b>

Korak 2. Odrediti glavni argument

algoritmom opisanim u tocki 1.3.3.
Korak 3. Zapisati: z=r-cis(¢).
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1.3.9. PRETVORBA OBLIKA ZAPISA:

TRIGONOMETRIJSKI — ALG.

HBARSKI

Ulaz (input):

z=r-c1s(p), gdje sur >0, goe[0,2-ﬂ:>.

Izlaz (output):
z:a+b-ieC\{O}, gdje su a,
Korak 1. Izracunati a:=r-cosg.
Korak 2. Izracunati b:=r-sing.
Korak 3. Zapisati: z=a+b-i.

b e R.
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1.3.10. DE MOIVREOVA FORMULA ZA
POTENCIRANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Brza 1 relativno jednostavna provedba operacije
mnozenja  kompleksnih ~ brojeva  zapisanih u
trigonometrijskom  obliku  omoguéuje  relativno
jednostavno potenciranje tih istih brojeva na velike
(cjelobrojne) potencije.

Tocnije, neka su n e N 1z =r-cis(@), gdje sur >0
i pe0,2-m).

Tada vrijedi sljedeca de Moivreova formula za
potenciranje kompleksnih brojeva:

z" = (r” ) : cis((n -@)mod(2 - n))
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1.3.11. NAPOMENA

Prethodna formula vrijedi i za bilo koji cijeli
broj n € Z.

Tocnije, ako je n < 0, onda z" ima:
modul jednak »":
glavni argument jednak 2-7—(|n-¢|mod(2-m)).

(S | | je oznacena “obi¢na” apsolutna vrijednost
realnoga broja).
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1.3.12. DE MOIVREOVA FORMULA ZA
KORJENOVANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Koristeéi formulu za potenciranje kompleksnih brojeva
moze se pokazati da vrijedi sljedeca

Tvrdnja: Nekasu neN i1z =r-cis(@), gdje su r > 0i
Q€ [0,2 : 7I> . Sva rjeSenja algebarske jednadzbe
* X! =7

dana su formulom

X, :(Q/;)-cis[quLk.z.n), zak=0,1,... n—1.

n
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1.3.13. NAPOMENA

 Moze se pokazati sljedeca vazna

e Tvrdnja: Tocke u kompleksnoj ravnini koje su
pridruzene n -tim korijenima broja z tvore vrhove
pravilnoga n-terokuta upisanoga u sredisnju
kruznicu polumjera Z‘ .

* Pritom izraz sredisnja kruznica oznacava kruznicu
¢ije je srediste u tocki O = (0, 0), tj. u ishodistu
(Gaussove ravnine.
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1.3.13. NAPOMENA

* Na donjoj slici prikazani su svi cetvrti
korijeni iz jedinice. Dokazite to za vjezbu.
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1.3.14. EKSPONENCIJALNI OBLIK
ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA

U tehnickim znanostima cesto se koristi i zapis
kompleksnoga broja koji se temelji na tzv. Eulerovoj

formulr | .
e’ =cosp+i-sing

Lijeva strana te jednakosti je eksponencijaina funkcija
kompleksne varijable ¢ija je baza realan broj

e ~ 2.718281828459...

Za @ = T dobivamo tzv. FEulerov identitet Kkoji
povezuje tri matematicke grane analizu, algebru i
geometriju: € = = —1.
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1.3.14. EKSPONENCIJALNI OBLIK
ZAPISA KOMPLEKSNOGA BROJA

Pretpostavimo da je z = r - cis @, gdje su ri ¢ redom
modul i glavni argument broja z.

Primjenom Eulerove formule lako slijedi:
z=r-¢"7.
Gornji oblik nazivamo eksponencijalni oblik zapisa

kompleksnoga broja.

Dakle, da bismo kompleksan broj mogli zapisati u
eksponencijalnom obliku, moramo znati njegov modul
i njegov glavni argument.

Analogna tvrdnja vrijedi i za trigonometrijski oblik.

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 21



Elektrotehnicki odjel

VZ - Matematika 1
(strucni prijediplomski

o :’TJI’; [‘Fl(‘:le:-I;:iLIF; I.-l‘l'_“i‘\-ﬂH‘lF‘N;‘l-. i Studij elektrOtehnike)

1.3. Oblici zapisa kompleksnih
brojeva. De Moivréove formule —

rijeseni zadaci

1. Zapisite sljede¢e kompleksne brojeve u svim trima oblicima:

(1+l~)2()24 .
a) < :ﬁ’
18
Q/E-Gi"gnj
by =8| |
(—/3-i-1)
Rjesenje:

a) U rjesenju zadatka koristimo sliku 1.

Z, =1+1,

Z,=(1),

jo,| =P+ =
=+1+1=

= \/5’
Arg(z;) =arctg GJ =

8

ctg(D) =

]

sla B

Z3:'\/§'e 5

(1+ i)2024

1 N2 =
\2024
T \2022 =

()"

- )2022 ’

(

El

)

. (2024 2022]
joq L2

4 12
c =

BE
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@ Matematika 1
:’.'JI'\; T F.I::ZH;-I(‘:LIH; /.-ll’_:iq,ﬂ H.H-.N!.-‘“F
Elektrotehnicki odjel

(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike)

1.3. Oblici zapisa kompleksnih
brojeva. De Moivréove formule —

rijeseni zadaci

:2-cis(@-nj=
2
(675 j . .(675
=2 cos| — 7 |[+i-sin| — @
2 2

=2.(0+i-(-1) =

=-2-i.
Z,=(0,-2),
|2|=2,

3
Arg(zl) = 5 T,

Z =—2-i=2-cis(%nj

F

.3
=
2-e 2.

M Im

J-

4,
—

Z3

it

w
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

b) U rjesenju zadatka koristimo sliku 2.

7, =—3-i—1=
=-1-3i,
z,=(-1-3).

2= 0 +(—B) =

=+1+3=
= 4:
=2,

Arg(z,) = m+arctg [?J =
=7+ arctg(\/g) =

=T+—=

w3

(3
=COS| —-
2

=—i—3=
=—3-i.

N—

+i-sin(%'nJ—\/§=
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e memame | studij elektrotehnike) rijeseni zadaci
Elektrotehnicki odjel

z,=(—3.-1),
=[] -

=J3+1=
= 4:
=2,

Arg(z )—n+arctg(ij—
’ 3
T
=nt+—=
6
7
=—-T,
6

Slika 2.
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

T

2. (pismeni ispit 30. 8. 2021.) Za kompleksne brojeve z :rl-eig i z,=2-cis @,, pri

- +
Cemu su 1, 20, @,€[0,2-m), vrijedi jednakost z, =—z, . Odredite Arg (—Zl sz,
474

Rjesenje: 1z jednakosti gz, :—Z slijedi:

i =|a|=
=‘_Z‘=
:‘(_1).5‘:
:|(_1)|.‘Z‘ -
:1.|Z2|:

:2,

Zl = _Zz =

=(-1)-z, =

=—1z,=
=(=D-z,

2, ="

P, = Arg(z,) = Arg(—Z_l) =
= n+Arg(z_1) =

=n+(-Arg(z)) =
=n—Arg(z,) =

Dakle,
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@ Matematika 1
:’.'JI \‘ ”.I:.ZHt.-I;;‘:LIl; }A‘I’:‘i‘l-ﬂ H.H-.N; }-
Elektrotehnicki odjel

studij elektrotehnike)

(strucni prijediplomski

1.3. Oblici zapisa kompleksnih
brojeva. De Moivréove formule —

rijeseni zadaci

ZZ = _Zl

=—1+/3-,

pa dalje slijedi:

z1+z2:2-\/§-i,
2,—2, =2,

a+@:2wgi:J—

2

o

74

.

Z1+Z2
74

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac

3-i

b

V3ei)=

r rad.
2




VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

3. Tocke Z, i Z, prikazane u Gaussovoj ravnini na slici 3. pridruZzene su redom
kompleksnim brojevima z; i z,. Odredite Arg(ﬁj
72+,

-

M Im

Z

o

|

|

|

|

|

| La
U N -1 1

[y

Z>

Slika 3.

Rjesenje: Odredimo najprije algebarski oblik obaju brojeva. Imamo redom:
z,=(—3.1),
al= (=) 1 -

=3+1=

=J4=2,

T
=1T—=
6
5
=—m,
6
T
?, =E+¢1 =
m 5
2 6
4
=—T,
3
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VZ - Matematika 1
(strucni prijediplomski

o :’TJI’; [‘Fl(‘:le:-I;:iLIF; I.-l‘l'_“i‘\-ﬂH‘lF‘N;‘l-. i Studij elektrOtehnike)

1.3. Oblici zapisa kompleksnih
brojeva. De Moivréove formule —

rijeseni zadaci

Elektrotehnicki odjel

Im(z,) =~tg(p, —m) =

SNE
o)

__
7, =—3+i,
12:—1—\/§~i.

Potom izracunamo koristeéi sliku 4.:
== () 1-4B1) -
=(-V3+1)+(V3+1)-i,
\/§+1J:

Arg(z,—z,)=m —arctg{\/g "

5
=T——TT =
12

7

=

2 +2, :(—\/§+i)+(—l—i~\/§)=
=(-V3-1)+(-V3+1)-i,

J3-1)

3+l

b

Arg(z, +z,)=n+ arctg[

Zbog toga je:

2y —Z
Arg(—‘ 2j=Arg(z1 —z,)—Arg(z,+2,) =
3tz

7 13
=—TnT—"T
12 12

)

:g-nrad.
2
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e memame | studij elektrotehnike) rijeseni zadaci
Elektrotehnicki odjel

F Im

Z,— 4, ——\E—I—l

Ik

g gh g cop by

.

—f3+1

Slika 4.
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

4. Odredite algebarski i trigonometrijski oblik zapisa onoga rjeSenja jednadzbe
72=2-(i—1) kojemu odgovarajuéa tocka pripada prvom kvadrantu Gaussove

ravnine. Potom izracunajte umnozak svih preostalih rjesenja te jednadzbe.

Rjesenje. Broj w=2-(i—1)=-2+2-i najprije treba zapisati u trigonometrijskom
obliku. Tocka pridruzena broju wje W =(=2,2) (vidjeti sliku 5.).

F s Im
21
Fk
Re
2 =1 O 1
Slika 5.
Tako sada redom imamo:
Iw|=4/(=2)*+2% =
=+4+4 =
_&.
1
Arg(w) =m—arctg [Ij =
=mn—arctg(l) =
T
=T——=
3
:—-Tc’
4
w= 8-cis[§-nj,
4
n=3,
1 3;‘+k-2-n
£y = (B | 4|
3-n+8-k-m

- JMTOK-T
g s 4 |-

3
Zﬁ-cis[—(g'krj)'n} k=0,1,2.
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POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 1
(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike)

1.3. Oblici zapisa kompleksnih
brojeva. De Moivréove formule —

rijeseni zadaci

k=0:

Z, =\/§-cis(—(8'0+3)'nj:
12

= 2-cis(zj.
4

Z, pripada I. kvadrantu Gaussove ravnine =

2y =\/§-Cis(§j=

2 o ZJron(3))-

=1+1i;

11 19.
2,2 = \/E-Cis T \/E-Cis 9-m =
12 12

:2-cis(5'—nj:
2
T

(ol o)

=2-i
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —
e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci

Elektrotehnicki odjel

5. a) Odredite ukupan broj svih rjeSenja jednadzbe z” =-i koja imaju glavni

. T 5
argument u intervalu [—, —-n)
6 4
b) Medu svim rjesenjima iz a) podzadatka odredite rjesenje koje ima najmanji,

odnosno najveci glavni argument. Izracunajte umnozak tih dvaju rjeSenja i zapisite

ga u algebarskom obliku s toc¢noséu od 10°.

Rjesenje: Broju w=—i je pridruzena tocka W = (0,—1). Ucrtamo li tu to¢ku u Gaussovu
ravninu, lako ,,o¢itamo**:

W =1, Arg(w)z%-n.
Tako redom imamo:
zzl-cis(g-ng
2
{37)
=cis| —-m |,
2
n=12,
g-7t+k-2-7t
N ) _
7, =cis =
12
3-n+4-k-n
—cis| —2——|=
12
:cis(m), k=0, 1, ... 11.
24
T _4-k+3 5
—< "M<—"T,
6 24 4
4<4-k+3<30,
l$k<£:>
4 4

ke{1,2,3,4,5,6}.
RjeSenje s naymanjim glavnim argumentom dobije se za k =1.

RjeSenje s najve¢im glavnim argumentom dobije se za k = 6.
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Matematika 1
(strucni prijediplomski

POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

1.3. Oblici zapisa kompleksnih
brojeva. De Moivréove formule —
rijeseni zadaci

studij elektrotehnike)
4-1+3)-
7= cis| &1 T
24
(5]
cis | —-m |,
24
Zg = cis(
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POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE

Matematika 1
(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike)

1.3. Oblici zapisa kompleksnih
brojeva. De Moivréove formule —

rijeseni zadaci

Elektrotehnicki odjel

6. Neka su ne N, n>3 1 we C proizvoljni, ali fiksirani. Pokazite da su sva rjesenja

jednadzbe z"=w vrhovi pravilnoga n-terokuta upisanoga u sredisnju kruznicu

polumjera g/ w| . Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje 1. Neka je @:=Arg(w). Prema de Moivreovoj formuli za korjenovanje, sva

rjeSenja zadane jednadzbe su:

w| -cis(m} zak=0,1,..

n

n—1.

2 =X

Za proizvoljan, ali fiksiran k€ {0,1,...,n—1} kompleksnom broju

w|'Cis(—¢+2.k.nJ

n

% =4

pridruzena je tocka

=

Jednadzba sredisnje kruznice ¢iji je polumjer #

n

w| sin (MD
n

w| glasi:

o).

Provjerimo da koordinate tocke Z, zadovoljavaju tu jednadzbu. Imamo redom:

x2+y2:("

(25
=(x

:(n

n

n

W] )2 - cos’ (M}r(

W] )2. COSz(M}

2
n

w|)2‘Sin2(—¢+2‘k‘nj:

n

sin’ (Mj -

n

=1

Dakle, tocka Z, pripada sredisnjoj kruznici ¢iji je polumjer
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —
e memaee | studij elektrotehnike) rijeseni zadaci

Elektrotehnicki odjel

Preostaje dokazati da je udaljenost bilo kojih dviju uzastopnih tocaka pridruzenima
rjeSenjima zadane jednadzbe konstantna, tj. da ne ovisi o varijabli k.

(Oprez: Pogresno je pokusati dokazati da je udaljenost bilo kojih dviju tocaka
pridruzenima rjesenjima zadane jednadzbe konstantna jer je ta tvrdnja istinita
samo za n=73, tj. u slucaju jednakostrani¢noga trokuta. Ve¢ u slucaju n=4, tj. kad
je rije¢ o kvadratu, znamo da je udaljenost dviju nasuprotnih tocaka kvadrata
jednaka duljini dijagonale kvadrata, a ne duljini stranice kvadrata. Potpuno
analogna tvrdnja vrijedi za svaki ne N, n>4.)

Znamo da za sve w,,w, € Ci njima pridruzene tocke W,,W, Gaussove ravnine vrijedi

jednakost:
d(VVI’Wz) :|W1 _W2| )

gdje je d standardna euklidska metrika (tj. standardna udaljenost dviju tocaka u
pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini). Zbog toga je dovoljno dokazati
jednakost:

|z0 -2, =|zk+1 —zk| =const., Vk =0,1,...,n—2.

Koristenjem formula za pretvorbu razlike kosinusa, odnosno razlike sinusa, u
odgovarajué¢i umnozak osnovnih trigonometrijskih funkcija

cosa—cos f=-2-sin (Mj -sin (a';ﬁj’
2 2

Va,fe R,
sina—sin f=2-cos (ﬂz’ﬁj -sin (ﬂj

2

(ne)parnost funkcija sinus i kosinus

sin(—x) = —sin x,
Vxe R,
cos(—x) =cos x,

nejednakost

sin(”_lmjzo, Vne N,
n

koja izravno slijedi iz o¢itih nejednakosti
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

OSn_l‘n<n, Vne N,

n
sinx=>0, Vxe [0,71],

te jedno od osnovnih svojstava funkcije modula kompleksnoga (a time i realnoga)
broja:
, Yw,,w, € C,

|W1 'W2| :|W1|'

najprije imamo:
M-[COS[QJH-sin[QD—" W _[COS[—¢+2-(n—l)-nj+i_sin[—(0+2-(n—l)-njj =
n n n n

w|'[Cos[gj—cos[—w—l—z.(n_l).njﬂ'-[Sin[ﬂj—sin[(ﬂ'z‘(’i—l)'WJD‘:
n n n n
w|'[—Z-Sin[z.¢+2'(n_l)'nj.sin[_z.(n_l).njﬂ'.z.cos[z.¢+2'(n_l)'nj.Sin(_z.(n_l)'nD =
= 4/;-2-[sin[¢+(n_l)'nj.sin[(n_l)'nj—i.cos[¢+(n_1)'nj.sm((n_l)'“jj =
n n n n
- W-2-sin[(”‘l)'"J-[sin["”(”‘1)"‘j_i.cos[?’*(”‘l)'“jj _
n n n
w”-sin[—(n_l)'nj- [Sin[(N‘(”—1)%}_1._Cos[(0+(n—l)-1tjj _
n n n
PN e Gl VIS, ¢+(n )-n 2 p+n=D)m) _
=2 N sm[ \/ j cos [ . j
:2.’\1/;'. [ _1) nj 1=
zz.m. [(n D- “j
=2-('/;|-sm[—+1tj
n
w| -[sin [—_nj -COS T+ COS [ij -sin nj =
n n
_n. - - -7
=2 ﬂ [( 1)- sm[ J ( 1)+cos[ - j Oj
w|-sin[£}
n

Potom za proizvoljan, ali fiksiran k € {0,1,...,n—2} odredimo:

|Zo 2

=|n

=|n

n

sin
sin

=2.n

=2.n
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

OS(¢+2-(k+1)-n}_cos(¢+2-k-nj:

n n
¢+2-(k+1)-n+¢+2-k-n ¢+2-(k+1)-n_go+2-k-n
=—2-sin L L -sin n o =
2 2

:_z.sm(wj,sm(ﬁ}
n n

Sin(go+2-(k+1)-nj_sin(¢+2-k-nj:

n n

¢+2-(k+l)-n+(o+2-k-n p+2-(k+D)-n @+2-k-m

=2-cos n n -sin n n =

2 2

=72.¢cos (WJ .sin (EJ,
n n

pa konacno imamo:
n n n n_

()l o)

Aot ol
e
] e e i

P (n-D-m 2 o+2-k+)-m [ @+Q2-k+D)-m _

=2 Jwi sm[—n j\/sm [—n j+cos [—n j
(T _

—Z-JWI-Sln[;j-\/i

=2.n .q1 E

=2 Jwi sm[nj.

|Zk+l “ L=

=|n

Dakle, dokazali smo:

| n -1

=|zin - Zk|—2\/7s1n( j Vk=0,1,....n—2.
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

Za proizvoljne, ali fiksirane ne N, n>3 i we C vrijednost izraza 2-2/ w| -sin (Ej je
n

konstantan strogo pozitivan realan broj. To smo i zZeljeli dokazati.

Primjedba: Gornji dokaz predstavlja alternativni (i bitno slozeniji u odnosu na
standardan trigonometrijski) dokaz da je duljina stranice pravilnoga n-terokuta
upisanoga u kruznicu polumjera /2 jednaka

a=2-R-sin(£j.
n

Rjesenje 2. Neka je @:=Arg(w). Prema de Moivreovoj formuli za korjenovanje, sva

rjeSenja zadane jednadzbe su:

% :'N-cis(mj, zak=0,1,..,n—1.

n

Iz definicije trigonometrijskoga oblika kompleksnoga broja zakljucujemo da sva ta

rjeSenja imaju isti modul i da je taj modul jednak w| .

Iz (geometrijske) interpretacije modula kompleksnoga broja zakljucujemo da je
modul svakoga kompleksnoga broja jednak duljini spojnice tocke pridruzene tom
kompleksnom broju i ishodista pravokutnoga koordinatnoga sustava u Gaussovoj
ravnini. Dakle, ako bilo kojemu rjesenju gornje jednadzbe pridruzimo tocku u
Gaussovoj ravnini, pa tu tocku spojimo s ishodistem pravokutnoga koordinatnoga

sustava u istoj ravnini, duljina te spojnice bit ¢e jednaka #/ w| . To znadi da je tocka

pridruzena bilo kojemu rjesenju gornje jednadzbe udaljena od ishodista za z w|.

Prema definiciji kruznice, ta tocka pripada kruznici cije je srediste u ishodistu, a

polumjer z w| . Ta je kruznica upravo sredisnja kruznica ¢iji je polumjer w| .

Preostaje dokazati da tocke pridruzene gore navedenim rjesenjima jednadzbe tvore
vrhove pravilnoga n-terokuta. Srediste toga n-terokuta je u ishodistu, pa je dovoljno

dokazati da svake dvije susjedne spojnice zatvaraju kut mjere i radijana (koliko
n

iznosi mjera sredisnjega kuta svakoga pravilnoga n-terokuta). Uocimo da je, za
svaki k=0,1,...,n—2, mjera (u radijanima) kuta kojega zatvaraju spojnice ishodista
i tocaka pridruzenih brojevima z, i z,,, jednaka razlici glavnih argumenata brojeva

Ziy 1z, . Odredimo tu razliku:
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e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci

Elektrotehnicki odjel

¢+2-(k+1)-n_¢+2-k-n:

n n

Arg (Zk+l ) —-Arg(z,) =

Preostaje jos odrediti mjeru (u radijanima) kuta kojega zatvaraju spojnice tocaka
pridruzenih brojevima z,_, i z,. Ta je mjera jednaka:

(2-7- Ave(z,. )+ Are() -
PSS i Ul N

n n
2nm-@-2-(n-1)m+@
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VZ - Matematika 1 1.3. Oblici zapisa kompleksnih
(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

7. Izracunajte |Z1+Z4|—|Z2—Z3| za brojeve z,,2,,2;,2,€ C ¢ije su pridruzene tocke u
Gaussovoj ravnini zadane na slici 6. (Broju z, pridruzena je tocka Z,, Vi=1,2,3,4.)
Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

+Im

7 e

JEl~/E]
\ z

a1

Slika 6.

Rjesenje: Primijetimo da su tocke Z,,...,Z, i tocka (—ﬁ,—ﬁ) vrhovi pravilnoga

Sesterokuta upisanoga u sredisnju kruznicu polumjera 2. (Preostali Sesti vrh toga

Sesterokuta je neoznacCena tocka.) Prema de Moivreovoj formuli za korjenovanje,

postoji jedinstven we C takav da su Z,...,Z, i tocka (—JE, —\/5) pridruzeni Sestim

korijenima iz broja w.

Tocka (—JE, 2 ) je pridruzena kompleksnom broju

Zs =—2-+2:i=

:2-cis(§-nj,
4

pa slijedi:
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(strucni prijediplomski | brojeva. De Moivréove formule —

e momaoee | studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci
Elektrotehnicki odjel

Koristenjem de Moivreove formule za korjenovanje odredimo kompleksne brojeve

pridruzene tockama Z,,...,Z,. Zapisat ¢emo ih u algebarskom obliku:

=2-cis l-n =
12

:ﬁ-ﬁ{@ﬁ)i

2 2

g-7t+4-7t
2

e =2-cis T =

e[ 1)
= C1S8 D TEJ—
:—ﬁ—ﬁ{ﬁ—ﬁ)i,

2 2

g-7t+8-7t
3, =2-cis| =— |=

zz.ci{%.nj:
:ﬁ-ﬁ{-ﬁ-ﬁ)i,

2 2
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é-7t+10-7t
2

¢ =2-cis| 2———|=

=2-cis 2-71 =
12

:mﬁ{ﬁ-ﬁ}i

2 2

Tako konac¢no dobivamo:
|Z1+Z4|_|Z2 _Z3|:‘\/§+\/§'i‘—‘—\/g+\/g'i‘=
= (V2 +(+2) [ 6) + (Vo) =
iy~

—2_J4.3=
=2-2.43.
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