@ . Matematika 2 1.8. Primjene
(redovni preddiplomski odredenoga integrala
T oeememmansewe | struéni studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

Srednja vrijednost funkcije definirane na segmentu

Podsjetnik: Neka je f:[a,b]%]R integrabilna funkcija. Tada je srednja

vrijednost te funkcije na zadanom segmentu jednaka

- 1
f=5=

Zadatak 1. Neka su A,w>01 e <—7r,7r] konstante. Odredite srednju vrijednost

harmonijske funkcije h(f) = A-sin(@-t+¢) na njezinu temeljnu segmentu.

Rjesenje: Iz Matematike 1. znamo da je temeljni segment zadane harmonijske

2 r—
funkcije § = {—f,ﬂ} Zbog toga je trazena srednja vrijednost jednaka:
(1) w

2-r—¢

— 1
f:M—cv_(_cvj' :

A-sin(@-t+@)-dt

g ld—t

@ @

Pokazimo da je navedeni izraz jednak nuli. Uvedimo zamjenu x:=-t+¢ . Tada su
. 1

dx=(w-t+¢) -dt =w-dt, odnosno df=—-dx. Pogledajmo u sto se preslikaju
@

granice segmenta integracije:

_QH(().(_QJ+¢=—¢+¢:0’
a [0
2-7Z—¢|_>a).(z‘ﬂ'_¢j+¢:2_ﬂ._¢+¢:2,ﬂ-'
0] w
Tako dobivamo:
?— ! -TA-sinx-l-dx é ersmx-dx—
27— (_@ @ Mihi o
[0 [0 [0 w
—i-é-(—cosx)ﬁ'” ( cos(2- ) — (- cosO))——( 1+1)_i 0=0.
2T @ S — 2.
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Elektrotehnicki odjel

Zadatak 2. Odredite srednju vrijednost funkcije f(x)=arccosx na njezinoj

prirodnoj domeni.

Rjesenje: Prirodna domena funkcije f je segment [-1, 1]. Zbog toga je trazena
srednja vrijednost jednaka:

1 1
f= ! Jarccosx dx—l‘J.arccosx‘dx
-(=D 7 2
Ovaj integral najbrze se odredi metodom djelomi¢ne (parcijalne) integracije. Imamo
redom:
U = arccos x v=Il-dx=x
du=- . dx dv=dx
1-x°
pa slijedi

?:%‘((x-arccosx)r_l—:[x‘(— 1ix2j‘de=% (1 arCCoOSl =D- arccos( D+Iﬂ
1 x
0+7+ T+ -dx |.
( J.\/1 X J ( J.\ll—xz J

1
Preostaje odrediti integral J -dx. Neka je f(x)

X X
MRV 1-x*

Tada vrijedi

jednakost:

fi=x)= == (%),

—X _ —X
J1=(=x) N \/1 $

pa zaklju¢ujemo da je funkcija fi neparna. Na predavanju smo dokazali da je
integral bilo koje neparne funkcije integrabilne na segmentu simetricnom s obzirom

na nuly, tj. na segmentu oblika [-a, a] jednak nuli. Dakle,

pa je konac¢no:
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Elektrotehnicki odjel

Primjedba 1. Funkcija fi iz rjeSenja prethodnoga zadatka nije definirana u svakoj

X -dx

1

od dviju granica segmenta integracije (-1 i 1). Zbog toga bi integral j -
Svl=x

korektno trebalo odrediti kao tzv. nepravi integral. Kad se to napravi, dobije se

jednak rezultat. (Metode odredivanja nepravih integrala upoznat ¢emo u tocki 1.9.).

Primjedba 2. ,Komplikacija“ s pojavom nepravoga integrala, zabiljezena u
Primjedbi 1., moze se (prividno) izbjeéi ako se mnajprije odredi standardna
antiderivacija funkcije f. U tom sluc¢aju imamo:

U = arccos x v=j1~dx=x |
Izjarccosx-dxz 1 =x~arccosx—jx~ - dx=
du=- -dx dv=dx 1-x?
1-x*
= x-arccos x+ \/x_zdx
zamjena:
1
t:=1—x2, e 1 1 1
2 1Y ¢ 1 1 = ( 1) 2
I = - 7. 5. =|—4-dt=|— ||t >2-dt=|——=|——— 2% =|——1|2¢2=
~at=2ran = [Rar=(-3 )] (2)_1+1 :
xodr=—L.dr 2
2

=—Jr==1-x* > I =x-arccos x—v1-x* +C, Ce R = F(x)=x-arccos x—/1— x°.
Koriste¢i Newton-Leibnizovu formulu sada lagano dobijemo:

=X ray—Fy =Ll A= | . -2
f—2 (F()—-F(-1)) 2 1arc:coosl 7%}0 (=D arccc_)s( 1) lJi 1)
V= =T =J/1-1=0

1 V1
—5'(0—0—(—7[—0))—5.

Razlog zbog kojega se zapravo pojavljuje problem s nepravim integralom jest
nepostojanje (obostrane) derivacije funkcije f,(x)=+1-x> u rubovima njezine

prirodne domene, tj. u tockama ce {-1,1}. To zapravo znaci da vrijedi relacija:

(x-arccosx—\ll—xz) =arccos x, Vxe (—1,1).
Medutim, prema Newton-Leibnizovoj formuli treba odrediti vrijednosti u granicama
segmenta integracije (tj. u-11i 1), pa je zbog toga odredivanje nepravoga integrala

spomenuto u Primjedbi 1. matematicki korektniji nacin rjeSavanja ovoga zadatka.
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Zadatak 3. Izracunajte srednju vrijednost realne funkcije g(x)=8:-v/3-x—x> na

njezinoj prirodnoj domeni.

Rjesenje: Odredimo najprije prirodnu domenu zadane funkcije. Izraz pod drugim

korijenom treba biti nenegativan, pa je jedini uvjet:
3-.x—x"20.

Rjesavanjem te kvadratne nejednadzbe (ucinite to sami) dobivamo xe [0,3]. Dakle,

D(g)=[0.,3].
Tako zakljucujemo da je trazena srednja vrijednost jednaka:

- 1
f=5

. 3-x—x* -dx.
-0

843 - x—x2 -dx=§-
3

O Sy
O —y

Odredivanje integrala iracionalnih funkcija upoznali smo u tocki 1.6. Tako imamo

redom:

seecnte s (3]G ool (3] 2+

Uvedimo zamjenu t:ZX—% Tada je dt:(x—%j -dx=1-dx=dx. Pogledajmo u sto

se preslikaju granice segmenta integracije:

3 3
O, 0-—==——,
2 2
3
3=>3——=—.
2 2
Zbog toga je:
3
2
f—g-% g—tz-dt—('er'e odintegralna funkcija alrna)—g-Z-ji g—tz-dt—g- i 2—12+Z-arcsin L =
33\/4 jerjep & jap 3 V4 312V4 2 3
_E 2 0
3 5 3
:E- 2. 2—[§j +=-arcsin| 2 |- 0 2—02+2-arcsin 9 =E-(O+2-£—(O+O)j=E-2-£=3-7r.
312 V4 (2 3 2 \4 8 3 3 8 2 382
T~ [N
22, _,_21 :()~‘E:() N . 2
4 4 =arcsin0=0

LT
=arcsinl=—
2
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Primjedba 3. Na predavanju smo dokazali:
Ako je f parna funkcija integrabilna na segmentu oblika [-a, a], onda vrijedi
jednakost:

[ reo-ar=2.[ roo-ax

9
Funkcija g,(t)= Z—tz je parna jer vrijedi jednakost:

9 9
g (-1 = Z—(—t)2 =\/Z—r2 =g,(0).

Zadatak 4. Izracunajte srednju vrijednost funkcije f(f)=3-7-sin’t na segmentu
[0, 7].

Rjesenje: Trazena srednja vrijednost je jednaka:

g :L-J‘3-7r~sin3t-dt:l-3~ﬁ-jsin3t-dt:3-.[sin2t-sint-dt:3~I(1—cos2t)-sint-dt:
(071 7—0 0 7[ 0 0 0

zamjena:
X =cost, » .
=Jdx=—sint-df = sin¢-df = —dx :3~j(1—x2)~(—dx)=3~(—1)-j(1—x2).dx:
1

1
: 1 1 1 2
:6(1——1—(0——-03)]:6~(1——+0—0j:6~—:4.
. 3 3 3 3

a b
Primjedba 4. Prisjetimo se da vrijedi svojstvo: jf(x)-dxz—jf(x)-dx, tj. da
b a

0—cos0=1,

T—cosm=—1

:3~.[(l—x2)~dx:3~2~j(l—x2)~dx:6~(x—%~x3)
-1 0

zamjena redoslijeda granica segmenta integracije mijenja predznak odredenoga

integrala. Zbog toga u gornjem rac¢unu koristimo jednakost:
-1 1
3-(=D)- [ (=2")-dr=3: [ (1-x")-dx.
1 -1
Primjedba 5. Funkcija f,(f)=1-t> je parna jer vrijedi jednakost:

fi(=t)=1=(=1)=1-1> = £,(0).

Zbog toga smijemo primijeniti svojstvo integrala parne funkcije na segmentu oblika

[-a, a] citirano u Primjedbi 3.
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Zadatak 5. Izracunajte srednju vrijednost funkcije g(x)zLxJ na segmentu

[-2-7, 2-7]. (S | x| je oznaden najvedi cijeli broj jednak ili manji od z.)

Rjesenje: U ovom zadatku primijenit ¢emo jedno od osnovnih svojstava odredenoga

integrala:
[ £ dv=] £ det [ F()-dv, Vee[a.b].

Osnovna ideja je uociti da, ako je ke Z, onda je g(x)=k, Vxe [k,k+l>. Naime, za
svaki broj xe[k,k+l> najveci cijeli broj koji je jednak ili manji od x je upravo k.
(Grubo i neprecizno re¢eno, zaokruzujemo z ,nanize“.) Zbog toga ¢emo segment

integracije [-2-7,2- 7] napisati kao kona¢nu uniju skupova

[-2-7,2- 7] =[-2- 7,—6) L[6,—5) L...U[5,6) U[ 6,2 7] =[—2-7z,—6>u( LSJ [k,k+l>Ju[6,2-7r],

k=-6
pa uociti da je:

=7, zaVxe [—2-75,—6},
g(x)=1k, za Vxe [k,k+1), pri Cemu je k € {-6,-5,....4,5},
6, za Vxe[6,2-7].

Koristec¢i gore navedeno svojstvo odredenoga integrala dobivamo:

e Lt [ L 3 Lo Lo -

[j—7 dx+2kfk dx]=4L [( 7): jldx+2k Tl dx+6- j1 dxj

-2
[( 7)-(—6+2- 7:)+Zk (x)|k“+6-(2-7c—6)j=4—-[42—14-7r+Zk-(k+1—k)+12-7r—36j
4

k=—6

+
a«'—-,;’
N

9 |
N

12 1 1 1
6-2-r+ ) k-1 16-2-r+—(=6+5) |=——(6-2-7—6)=——-(-2-7)=——.
V4 [ ;,6 j 4z ( 2 ( )j 4.7 ( ) 4.7 ( ) 2

“I “I
T —_

Primjedba 6. U rjesenju gornjega zadatka iskoristili smo jednakost:
> 12
D k=—6+(=5)+(-4)+...+3+4+5 =7(—6+5) =-6
=6

Naime, navedeni brojevi u danom poretku ocito tvore aritmeticki niz. Ima ih ukupno

12. Prvi ¢lan niza je —6, a posljednji 5, pa je zbroj svih navedenih brojeva jednak —6.
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Zadatak 6. Brzina prirasta populacije zmajeva na zivotinjskoj farmi dr. Orwella dana
je izrazom v(t)=20+50-In(t+2), gdje je t vrijeme iskazano u godinama. Procijenite

prosjecan godisnji prirast promatrane populacije izmedu 2. i 4. godine.

RjeSenje: Trazeni prirast jednak je srednjoj vrijednosti funkcije v na segmentu [2; 4].

Tako redom imamo:

zamjena:
\ \ x=t+2,
v=ﬁ~j(20+50-1n(t+2))-dt=%~j(20+50-1n(t+2))-dt= dx=(t+2) -dt=1-de=dt b=
2 2 25 2+2=4,
415442=6
1§ 1 6 1 6
=5-£(20+50~lnx)-w=5~(20~x+50~(x~1nx—x))|4=5~(20-x+50-x-1nx—50~x)|4=

=(25~x~1nx—15~x)|i =25-6-In6-15-6—-(25-4-In4-15-4)=150-I1n6—-90—-100-In 4+ 60 =
=150-In6-100-In4-30=100.13 =100 zmajeva/god.
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Srednja vrijednost funkcije definirane na segmentu —

domaca zadaca

1. Neka su A,w>0 i ¢@e <0,%> konstante. Odredite srednju vrijednost funkcije

h(t)= A-cos(@-1+¢) na segmentu [7[—2‘(/’ 5‘7[_2'(/’}

220 2w

2. Odredite srednju vrijednost funkcije g(u)=arctg u na segmentu [0,1]

3. Odredite srednju vrijednost funkcije f(x)=8-v2—x—x> na njezinoj prirodnoj

domeni.

4. Odredite srednju vrijednost funkcije g(t)=2-(t—| na segmentu [—2-72',2-7[]. (S (t—‘

je oznacen najmanji cijeli broj jednak ili veéi od t¢.)

5. Odredite srednju vrijednost funkcije f(x)=3-7-cos’x na segmentu {0,%}.

6. Brzina prirasta populacije ¢udnovatih kljunasa na zivotinjskoj farmi dr. Orwella
200-In¢

dana je izrazom v(t) = —, gdje je t vrijeme u godinama. Procijenite prosjecan
t

godisnji prirodni prirast te populacije izmedu 2. i 4. godine.

Upute i rezultati zadataka za domacu zadacu

2. Uputa: U odredivanju integrala najprije primijenite metodu djelomicne

X =arctg u v=u
integracije u obliku 1 , a potom zamjenu f:=1+u’.
dx= o -du dv=du
+u

7 1
Rjesenje: ———-In2.
J J 4 2

3. 3-x.
4. Uputa ¢ rjesenje: Uocite da za svaki ke Z vrijedi jednakost:

g(1)=2-(k+1), Ve (k.k+1].
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Elektrotehnicki odjel

1.8. Primjene
odredenoga integrala

- zadaci

Zbog toga je trazena srednja vrijednost jednaka:

6. Uputa: Primijenite metodu djelomi¢ne integracije u obliku

Rjesenje:

5:4 [j 2:(=6)- dt+zkfz (k+1)- dt+j2 7 dtj

_6k

25 ¢udnovatih kljunasa/godina.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 9
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Duljina luka krivulje iznad segmenta

Podsjetnik: Neka je f funkcija neprekidna na segmentu [a, b]. Tada je duljina ltika
grafa funkcije fizmedu tocaka (a, f(a)) i (b, f{b)), odnosno iznad segmenta [a, b,

dana izrazom:

zzi () -dx

a

Zadatak 1. Izrac¢unajte duljinu luka lanc¢anice y =ch x iznad segmenta [0, In 5].

Rjesenje: U ovome je zadatku f(x)=chx. Pojednostavnimo najprije podintegralnu

funkciju ovako:

JH(F @) = 1+((en x)')2 =l+sh’x =ch.

Koristeéi identitete

i definicijsku formulu funkcije sh, dobivamo da je trazena duljina jednaka:

In5 IS __-In5 &l
I=[chx-dx=(shx)" =sh(in5)-sh 0="—" S 12
0 = 2 2 5

Zadatak 2. Izracunajte duljinu luka parabole y=x’-2-x izmedu njezinih sjecista s

osi apscisa.

Rjesenje: Sjecista zadane parabole s osi apscisa dobijemo rjesavanjem jednadzbe
x*=2-x=0. Odatle je x, =0, x,=2. Dakle, trazimo duljinu luka zadane parabole

izmedu tocaka (0, 0) i (2, 0).

U ovome je zadatku f(x)=x"—2-x. Dodatno ¢emo koristiti i tvrdnje:

1.) Funkcija g(x)=+1+x" je parna funkcija (jer je g(—x)z\/1+(—x)2 =142 =g(x)).

2.) Za integral parne funkcije g, na segmentu [-a, a] vrijedi jgl(x)-dx=2-jg1(x)-dx.

—a 0

© mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac 10
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Tako dobivamo redom:

zamjena:
t=2-x-2
2 = 2 di=(2-x-2) -dx=2-dx,| - .
1= [1+(¥ =2x) | =[{1+(2:x-2)" = | = [VI+1*—-dt =
0 0 dxza-dt, 5 2
02-0-2=-2,
252-2-2=2

2

-Z-j.\/1+t2 -dtzj.\/1+t2 -dt:(%- 1+¢ +%-ln(1+ 1+¢ )J
0 0

0

-
=0

_2. 1+22+l-ln(2+\/1+22)— 9-\/1+02+l-ln(0+\/1+02j =
2 2 2 2|
[ —
:\/§+%-1n(2+\/§)=\/§+%.Arsh(2).

2

Zadatak 3. Izracunajte duljinu luka krivulje y:?(x—l)-\/x—l iznad segmenta [1, 4].

3
Rjesenje: U ovome je zadatku f(x)z%-(x—l)-\/x— zg-(x—l)z. Najprije

pojednostavnimo podintegralnu funkciju:

— A N
1+(f () = 1+[(§‘(x1) H —\/1+(§3-(x—1) .(x—l)j —\/1+((x—1) -1j =
= Jl+(x—1) =/x =x2.

Zbog toga je trazena duljina jednaka:

3 3

.| 42 —12
—
=8

:2-7 _14 jed. duljine.
3 3
2 I

Zadatak 4. Izracunajte duljinu luka krivulje y=2- (\/ e' —1—arctg (\/ e —1 )) iznad

segmenta [0, 2-1n 2] .
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Rjesenje: U ovome je zadatku f(x):2‘(\/6”—l—arctg(\/e"—l)). Analogno kao u

prethodnom zadatku, najprije pojednostavnimo podintegralnu funkciju. Koristeci
tablicu osnovnih derivacija i pravilo za deriviranje slozenih funkcija imamo redom:

(o) :\/H((z-(m —arctg(@)))jz _

2 Y 1 —\ | _
\/1+2 1-(e -1) ——H(\/Z)z-( e -1 | =

1+4.

e’ ’
\/ 2o -1 1+ —1)2\/e—J

._
+
&~

J [siem= 2@1*-1}2:J1+4'(2.f;_1‘z.J;_j:
\/1+4 e_‘ljzz 1+4.(e;1)22:\/ e 1) - .
2.e" -1 4-(Jer1)

Zbog toga je trazena duljina luka jednaka:
zamjena:

r=—,

2

0

22 x dr=>-dx, In2 In2 In2
1= [ e*-dr= =[¢-2:dr=2- [ ¢ -dr=2:(¢) =2-(e_1?j—§jJ:2jed.du1jme.
0 0 =1

0 =2

Zadatak 5. Izracunajte duljinu luka krivulje y*=4-x od njezina tjemena do tocke
T=(1,y>0).

1. rjeSenje: Rije¢ je o paraboli ¢ije se tjeme nalazi u ishodistu O pravokutnoga
koordinatnoga sustava u ravnini. S obzirom da je druga koordinata tocke T strogo

pozitivna, zapravo trazimo duljinu luka krivulje y =+/4-x izmedu tocaka Oi T.
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Elektrotehnicki odjel

Tako dobivamo:

~
Il
O ey —
[y
+
—_—
ﬁ
=
\—/<
N—
[\]
Il
o t—
p—
+
VR
—_—
[\®]
Py
N —

1 2 1 1 1 1 1
:I I{Lj dx:f L dx:f x_—lrldx:J-\/x+l dx:j x+1 x“-dx:j X+
0 \/; 0 X 0 X 0 \/; 0 \/; x+1 0 x2+x

Uocavamo da podintegralna funkcija nije definirana u nuli. Zbog toga bismo prilikom
rjeSavanja morali primijeniti neprave integrale. Umjesto njih, odredit ¢emo standardnu
antiderivaciju podintegralne funkcije, pa potom primijeniti Newton-Leibnizovu formulu.
Ovakav oblik integrala ve¢ smo sreli kod integriranja iracionalnih funkcija u tocki 1.6.,
pa ¢emo postupiti analogno kao i u toj tocki.

s
X +x=x+—=| ——,
2 4

Bududi da vrijedi identitet

uvodimo zamjenu:

1
t=x+—,
2
1
xX=t——,
2
N
dx=(t——)-dt=l-dt=dt,
2
0|—>0+l=l,
2 2
1r—>1+l=§.
2 2

Tako dobivamo:

~
Il
0 | = 10 | W0

Integral I, odredimo zamjenom u::tz—i. Tada je du::2-t-dt:>t‘dt:%-du.

Pogledajmo u sto se preslikaju granice segmenta integracije:
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2
(-4
2 4

Zbog toga je:

2; 12t 11 sl F A A L
Ilzj.—‘du:—‘ju 2odu=— T 2 == 2 | 2w | =22-02=22 =412
0\/; 2% 2 -——+1 2 0 0
2 0

Integral I, odredimo izravnim integriranjem primjenjuju¢i osnovna svojstva

logaritama:

3
2 2 2
I,=|In H—Jtz—l NN (Ej L I (lj . =ln(§+x/§j—ln(lj=
4, 2 2) 4 2 2) 4 2 2
2

Tako konacno dobivamo:

l:11+%-12 =v2+In(2+1) jed. duljine.

2. rjesenje: Zadatak postaje bitno jednostavniji za rjeSavanje ako trazenu duljinu
racunamo promatrajuéi krivulju kao graf funkcije cija je wvarijabla y (a ne z). Ta

funkcija u ovom slucaju glasi:

2

Y
fy)= e

(Jednostavno izrazimo z pomoéu y u jednadzbi krivulje.) Donja granica segmenta
integracije ponovno je 0, dok je gornja granica toga segmenta jednaka y,. Zbog toga

najprije odredimo y, .
Iz jednadzbe y; =4-1 i uvjeta y, >0 lagano slijedi y, =2.

Tako sada redom imamo:
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T oeememmansewe | struéni studij elektrotehnike) - zadaci
Elektrotehnicki odjel
zZamjena:
Y

==,

2
1
dt=5-dy:>dy=2~dt, =

0|—>9:0,
2

2»—>2=1
2

1

1 1
= [Vi+7 2-dr=2- [ 147 -dt=2~(%- 1+ +%~ln(t+ 1+ ))
0 0

0

=(t-\/1+7+ln(t+ l+t2))

1
=1-N1+1° +ln(l+\/1+lz]— 0-40+0’ +ln[0+\/1+02J =
0 — — —_— —
5 G ) M
=In1=0

=2+In(1++2) = (0+0) =2 +In(1++2) jed. duljine.

Primjedba 1. Uoc¢imo da smo u prethodnom =zadatku dvjema bitno razli¢itim
metodama dobili iste konacne rezultate. To je posljedica ¢injenica da je odredeni
integral realan broj i da medusobno razli¢ite funkcije u razli¢itim tockama mogu dati
iste vrijednosti. Da smo, umjesto odredenoga integrala, odredivali standardne
antiderivacije ili neodredene integrale, konacna rjesenja zadataka bi, dakako, bila

potpuno razli¢ita.

Primjedba 2. Uoc¢imo dodatnu prednost racunanja odredenoga integrala. U postupku
toga raCunanja metodu zamjene (supstitucije) mozemo primijeniti i viSe puta, a da
pritom ne moramo pamtiti Sto smo ¢ime zamijenili. To je posljedica cinjenice da
prilikom primjene metode zamjene u racunanju odredenoga integrala mijenjamo i
granice segmenta integracije. Da smo te integrale racunali kao razliku vrijednosti
standardne antiderivacije polazne funkcije u granicama segmenta integracije, onda
bismo morali pamtiti Sto smo ¢ime zamijenili jer bi se varijabla standardne

antiderivacije morala podudarati s varijablom polazne funkcije.
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Elektrotehnicki odjel

Duljina luka ravninske krivulje -

domaca zadaca

Izra¢unajte duljinu luka parabole y=-x*+2-x+3 iznad segmenta odredenoga

nultockama pripadne kvadratne funkcije.

Izracunajte duljinu luka krivulje y = %-ch(2-x) iznad segmenta [0,2-ln 2].

Izracunajte duljinu luka krivulje y :g‘\/ x* =1 —%‘ln (x+\/ x’ —1) iznad segmenta
[4.6].

[zracunajte duljinu luka krivulje y=Inx iznad segmenta [I,Z-ﬁ].

Izracunajte duljinu luka krivulje y*=2-x izmedu tocaka Az(%,yA<Oj 1

B=(2,y,>0) .

Upute i rezultati zadataka za domacu zadacéu

2-\/ﬁ+%‘ln(4+\/ﬁ) jed. duljine.
253 jed. duljine.
64

10 jed. duljine.

242

w7 41
Uputa: Integral J I+— -dx svedite na integral J
1

-dx, pa primijenite

X 1

zamjenu x =sh ¢. Dobiva se: l:3+ln(l+LJ—\/§ jed. duljine.

NG
(V2 +2:5+In(v2+1)+1n(5+2)) jed. duljine.

1
2
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T oeememmansewe | struéni studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

Volumen rotacijskoga tijela

Podsjetnik: Promatramo ravninski lik omeden krivuljama y= f(x), y=0, x=a i
x=b, pri cemu su a<b i f neprekidna funkcija. Ako taj lik rotira oko osi apscisa,
onda je volumen nastaloga rotacijskoga tijela jednak

=7r-f(f<x>)2-dx

Ako dodatno pretpostavimo da su a i b istoga predznaka, onda je volumen rotacijskoga

tijela nastaloga rotiranjem gornjega ravninskoga lika oko osi ordinata jednak
b
V=7 [x|f ()] -dx.
Zadatak 1. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga
lika omedenoga krivuljama y= Jx , y=0,x=4 1 x=16 oko osi:

a) apscisa,;
b) ordinata.

RjeSenje: a) Trazeni volumen je jednak:

V. :z-lf(\/;)z-dxzmifx-dx:m(%-xzj

4

16
:l-ﬂ-(162—42j=120-7z kub. jed.
[ —)

4 2 =256-16=240

b) Primijetimo da je Jx >0, Vxe [4,16]. Zbog toga je ‘\/;‘=\/;, Vxe [4,16]. Tako

dobivamo da je trazeni volumen jednak:

1 16 3 3 5
4 27: xx-de=2-7- xxzdx 27: eedv=2z| A2t 2] 2
3

[\)

5
op2 (162 42}395&”@ ied.

5 Y
=1024-32=992

Zadatak 2. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga

lika omedenoga krivuljama y = sin , y = 0, z = 0 i x = T oko osi:

a) apscisa;
b) ordinata.
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T oeememmansewe | struéni studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

RjeSenje: a) Primjenjujuéi formulu za pretvorbu kvadrata funkcije sinus u
trigonometrijsku funkciju dvostruko veéega kuta, dobivamo da je trazeni volumen

jednak:

V.=x- J. s1nx -dXZJZ' J.sm x-dx=rx- J(——% cos(2- x)j dx—% T J. 1 cos(2- x)
0 0 0

V.4 1
—5‘(x—5-sm(2-x)j

z 2
I r-Liin@-m—| 0-Lisin2-0) | |=Z - 7= kub. jed.

b) Primijetimo da je sinx>0, Vxe [0,7[]. Zbog toga je |sinx|:sinx, Vxe [0,7[]. Tako

dobivamo da je trazeni volumen jednak:

VyzZ-ﬂ'-Ix-Siﬂx-dxz

0

u=x v='fsinx-dx=—cosx

=2-7r-(—x-cosx)|z—2-7r-J.(—cosx)-dx=
du=dx dv=sinx-dx 0

:2-71'-(—7[-c:0s7r—(—0-c:osO))+2-71'-J.cosx-dx:2-71'2 +2-7r-(sinx)|g =
0

=2-°+2-7-(sinz—sin0) =2- 7~ kub. jed.
—_— =

=0 =0
Zadatak 3. IzraCunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga
lika omedenoga krivuljama y=tgx, y=0, x=0 i x =Z oko osi apscisa.

Rjesenje: Koriste¢i osnovne trigonometrijske identitete dobivamo da je trazeni

volumen jednak:

:7[.]‘- (tgx)-dr= ﬂ_j-(smxj -dx=7z'-jsm22x‘dx=7z-'|.1_00282x.dx=7£-j.[ 12 _ooszx}dx:
0 0 0 0

COS X COoS X 0 COS™ X COS X COS X
4 T T s )
=7 j j 1-dx |=7-(tgx— x)|4—7t' te| Z|-Z—(tg0-0) |=7| 1-Z |= 2" 1ub. jed.
Ocos X 4) 4 = 4 4
\—ﬂﬁ—J

=1

Primjedba 1. U ovome zadatku se nije trazio volumen rotacijskoga tijela nastaloga
rotacijom zadanoga ravninskoga lika oko osi ordinata jer pripadni odredeni integral nije

moguce elementarno odrediti.

Zadatak 4. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga

lika omedenoga krivuljama y=— !

”'\/x2+2-x+2’

y=0, x=—11x=0 oko osi apscisa.
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Elektrotehnicki odjel

Rjesenje: Trazeni volumen iznosi:

0 2 0
2 1 1 4. 1
V=rx —— | -dx=7x- dx = . .dx =
I[z «/x2+2-x+2] I(n X +2- x+2j z’ ;[x2+2-x+2

ij Zamjena:t:=x+1, _ij 1
(x+1) +1 dr =dx T 0t2+1

—-(arctg 1— arcth)—i ——0 =i-£=1kub.jed.
T \ 4 T 4

e\]

éx#

Zadatak 5. Ravninski lik omeden krivuljama y=x i y=x" rotira oko osi ordinata.
Izracunajte volumen nastaloga rotacijskoga tijela. RjeSenje zadatka obavezno

popratite odgovaraju¢om skicom.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.

Dobivamo sliku 1.

7[0'//& |
Slika 1.

Ravninski lik koji rotira oko osi ordinata omeden je pravcem i parabolom, pri ¢emu je

pravac iznad parabole. Zbog toga trazeni volumen dobijemo tako da od volumena

rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom pravca oko osi ordinata oduzmemo volumen

rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom parabole oko osi ordinata:

1 1
V=V-V, :2-ﬂ-Ix-x-dx—2-ﬂ-jx-x2-dx.
0

Zbog svojstva aditivnosti integrala ovaj izraz dalje mozemo pojednostavniti ovako:

1

V:2-7Z‘jx-(x—x2)-dx:2-7r-':[(x2—x3)-dx:2-7£-(§-x3—i-x4j

0 0

=2.r. 1.13_1.14_(1.03_1.04j :z.ﬁ.(l_ljzf kub. jed.
3 4 3 4 3 4) 6
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Elektrotehnicki odjel

Volumen rotacijskoga tijela — domaca zadaca

. Izracunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

omedenoga krivuljama y = -¢*, y=0, x=01 x=1 oko osi ordinata.

2.7

. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

f 1 . . V4 . .
omedenoga krivuljama y=,/—-x-sinx, y=0, x=01 x= By oko osi apscisa.
T

. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

2
omedenoga krivuljama y=—-

1

—— y=0, x=—4 1x=-3 oko osi apscisa.
T Nx*+8-x+17

4. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

omedenoga krivuljama y :7—2-sin(12-x), y=0,x=0i x:2_ﬂ;1 oko osi ordinata.
T

5. Izracunajte obujam rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom krivocrtnoga trapeza

omedenoga krivuljama y =

1. Uputa:

integracije:

2. Uputa:

integracije:

2
n x

,y=0,2z=11z= eoko osiy.
X

Upute i rezultati zadataka za domacu zadacu

U izracunavanju odredenoga integrala primijenite metodu djelomicne
u=x v=e'

. Dobiva se: V' =1 kub. jed.
du=dx dv=e"-dx

U izracunavanju odredenoga integrala primijenite metodu djelomic¢ne
u=x V =—CO0S X

) . Dobiva se: V' =1 kub. jed.
du=dx dv=sinx-dx

3. V=1 kub. jed.

4. Uputa:

integracije:

U izracunavanju odredenoga integrala primijenite metodu djelomic¢ne

U=x v——l-cos(2-x)
- ) . Dobiva se: V =1 kub. jed.

du=dx dv=sin(2-x)-dx

5. V=(e-2)-x kub. jed.
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Elektrotehnicki odjel

Povrsina ravninskoga lika

Podsjetnik: Neka je f:[a,b]—)R neprekidna funkcija. PovrSina krivocrtnoga

trapeza omedenoga krivuljama y= f(x), y=0, x=a i x=»b dana je izrazom:
b
P={|f(x)-dx.

Tvrdnja 1. Neka su fi g realne funkcije definirane na segmentu [a,b] c R i takve da

vrijedi nejednakost:
f(x)=g(x), Vxe [a,b].

Tada je povrsina P ravninskoga lika omedenoga krivuljama

y=f(x), y=g(x), x=a i x=b jednaka:
P=[(f()-g®):

Zadatak 1. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika kojega zatvaraju krivulja

y=- 22 T normala na tu krivulju povucena u tocki krivulje 7 =(x, >0, —=1) i os
X+

ordinata. RjeSenje zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om slikom!

Rjesenje: Najprije uvrstimo y = —1 u jednadzbu krivulje. Dobivamo jednadzbu
_2 =-1, otkuda je x* =1. Zbog uvjeta z > 0 slijedi = 1. Dakle, T'= (1, -1).
x*+1
o : . 4 - :
Deriviranjem izraza y=-——; dobijemo y :Tl)z' Koeficijent smjera normale
X X
povucene na zadanu krivulju u toc¢ki T jednak je:
o1 _1__4_
oy 4L 4y
(P+1) 2

Zbog toga je jednadzba normale zapisana u eksplicitnom obliku:
n.. y—(DH=-D)-(x-) = y=—x.

Nacrtajmo pripadnu sliku (vidjeti sliku 1).
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Elekirotehnicki odjel
1‘:3’
X
0 1
-1#

Slika 1.

2
Uoc¢imo da za svaki xe [0, 1] vrijedi nejednakost —x2————. Prema Tvrdnji 1., a

x +1

uz oznake f(x)=-x, g(x)=- 22 T odmah dobivamo:
X"+

: 2 ; 2 I,
P=||-x—|-— dx=I| =x+ > ‘dx=| ——-x"+2-arctg x
x +1 0 x +1 2

0

1

0

= —1-12+2‘arctg 1- —1-02+2-arctg0 =—l+£=ﬂ-—_lkv-jed-

Zadatak 2. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama z - y = 4,
y=0, z=112x= 4. RjeSenje zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om skicom.

Rjesenje: Nacrtajmo sve cetiri krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u

ravnini. Dobivamo sliku 2.

v

Slika 2.
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Elektrotehnicki odjel

Vidimo da je ravninski lik krivocrtni trapez omeden zadanim krivuljama. Jednadzbu
krivulje x-y =4 zapisimo u eksplicitnom obliku:

4
y=-
X
pa je trazena povrSina jednaka:

4
P:jf-dx=(4-1n|x|)r =4 4 -4-Infi|=4-2-In2=8-In2 kv. jed.
X 1 —— —_—
1

=In4=In(2?)=21n2 =Inl=0

Zadatak 3. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y*=4-x i

x=4. Rjesenje zadatka obavezno popratite odgovarajucom skicom.

Rjesenje: Nacrtajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.
Dobivamo sliku 3.

Slika 3.

Ovaj zadatak mozemo rijesiti na dva nacina. Prvi nacin je uociti da je lik simetrican s
obzirom na os apscisa, pa izracunati povrsinu gornje (ili donje) polovice lika, te trazenu
povrsinu dobiti mnozeéi netom spomenutu povrsinu s 2. Konkretno, ako se opredijelimo
za gornju polovicu, onda je trazena povrsina jednaka:

P=2-}@-@:2-}&-\/}-dx=2-}2-\/}-dx:4-jx/§-dx:4-jx;-dx=
0 0 0 0 0

4
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Elektrotehnicki odjel

Postoji i nesto jednostavniji nacin rjesavanja ovoga zadatka. Naime, promotrit ¢emo
poziciju israfiranoga lika s obzirom na os ordinata. Uo¢imo da se taj lik dobije kad se iz
pravokutnika kojemu su vrhovi (0, -4), (4, -4), (4, 4) i (0, 4) izreze lik omeden
krivuljom y*=4-x, osi ordinata, te pravcima y = -4 i y = 4. Tako dobivamo da je

trazena povrsina jednaka:

4y2 4y2 1 1
P=4.8—[Z-dy=32-2-[Z-dy=32-2-—| —-y*" | =
R e |
:32—1-1-(43—03):32—1-64:32—1-32:ﬁ kv. jed.
23 6 3 3

Zadatak 4. S toénoséu od 107 izrac¢unajte povrsinu ravninskoga lika kojega zatvaraju
os apscisa, krivulja y=11—¢* i tangenta na tu krivulju povucena u tocki T =(x,10).

Rjesenje zadatka obavezno popratite odgovarajucom skicom.

Rjesenje: Nacrtajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.

1
4

Dobivamo sliku 4.

v

Slika 4.

Odredimo najprije koordinate tocke T. Ona pripada krivulji, pa njezine koordinate
moraju zadovoljavati jednadzbu krivulje. Tako dobivamo:

10=1l-¢e " e " =le—x=Inle—x=0< x=0.

Dakle, T'= (0, 10). Nadalje, odredimo jednadzbu tangente t. Njezin koeficijent smjera
jednak je prvoj derivaciji izraza koji zadaje krivulju y=11-e" izracunatoj u tocki

x=0. Tako lagano dobivamo:
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Elektrotehnicki odjel

k=((1-e)) =(0-e ), =(-en) | =(e) =" =1,

=0 x=0 - x=0 -
pa jednadzba tangente zapisana u segmentnom obliku glasi:

y=10=1-(x-0) & y=x+10 —x+y =10 ——+2L =1.

-10 10

Uz oznake sa slike 4., odatle slijedi A = (-10, 0). Preostaje odrediti koordinate tocke B.
Uoc¢imo da je ta tocka sjeciste krivulje y=11—e™" s osi apscisa. To znaci da je druga

koordinata tocke B jednaka nuli, pa odredimo prvu koordinatu te tocke:
O=1l-¢e" e "=llo—x=hlle x=-Inll.

Dakle, B = (-Inl1, 0). Uoc¢imo da se israfirani ravninski lik dobije tako da se iz trokuta
¢iji su vrhovi O, T i B izreze lik kojega omeduju os apscisa, os ordinata i krivulja
y=11—-e"". Zbog toga je trazena povrsina jednaka:

0
SO0 T (=) ar=50-(11x4e)| =50| 1.0+ | 11 (In1 D+ | |-
2 =Inl1 ~intl i’()_d ? —enl_gq

=50-(1+11-In11-11)=60—-11-In11 kv. jed.

P

Zadatak 5. Na krivulju K.. y=18-x—x> povucene su tangente u sjecistima krivulje s

osi apscisa. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika  omedenoga tim tangentama i

krivuljom K. Rjesenje zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om skicom.

Rjesenje: Skicirajmo krivulju K i povucene tangente u pravokutnom koordinatnom

sustavu u ravnini. Dobivamo sliku 5.

4y
162

144
126
108
90
72

54

36

18
S1 X

Slika 5.
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Odredimo najprije sjecista zadane krivulje s osi apscisa. U tu svrhu rijesimo jednadzbu
18-x—x> =0. Njezina su rjeSenja x, =0 i x, =18. Dakle, spomenuta sjecista su tocke O
i§, =018,0).

Odredimo jednadzbe tangenata povucenih u tockama O i 5. Prva derivacija izraza koji

zadaje krivulju K je y =18—-2-x. Tako za tocku O dobivamo:
k,=18-2-0=18=1..y-0=18-(x-0) = t..y=18-x,
dok za tocku S, slijedi:
k,=18=-2-18==18=1t...y—-0=(=18)- (x—18) & ... y = (-18) - x +324.

Odredimo sjecista dobivenih tangenata. U tu svrhu rijesimo sljedeéi sustav dviju

linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:
y=18-x,
y=-18-x+324.
Lijeve strane tih jednadzbi su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Odatle

slijedi 18-x=-18-x+324, odnosno x=9. Sada se lako izracuna y=18-9=162. Dakle,
sjeciste tangenata je tocka S, =(9,162).

Preostaje odrediti trazenu povrsinu. Uoc¢imo da se israfirani ravninski lik dobije tako da

se iz trokuta kojemu su vrhovi O, S, i S, izreze ravninski lik omeden krivuljom K i osi
apscisa. Zbog toga je trazena povrsina jednaka:

18 18

18
p=18162_ (18-x—x2)-dx:1458—(18-L~x1“—L-xz“j
2 0 1+1 2+1

=1458—(9-x2—%-x3j

0

0

—1458—{ 9-182 ~L.18° | 9.07 —L.0? | | 214582916+ 1944 = 486 kv. jed.
[ = 3

=2916 =0
=1944 =0

Zadatak 6. Pokazite da je povrsina kruga polumjera r jednaka P=r>-7 kv. jed.

Rjesenje: Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je krug omeden
sredisnjom  kruznicom (tj. kruznicom sa sredistem u ishodiStu pravokutnoga
koordinatnoga sustava u ravnini). To zna¢i da je jednadzba pripadne kruznice

K..x*+y =r>. Buduéi da kruznica K nije graf nijedne realne funkcije jedne realne
varijable, promotrimo njezinu cetvrtinu koja se nalazi u prvom kvadrantu. Jednadzba

te Getvrtine je y=+/r*—x* , a ona se nalazi iznad segmenta [O,r]. Tako dobivamo:
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r

:4~j\/r2—x2 ~dx:4~(§~\/r2—x2 +r—22~arcsin(£n
r

0

0

2 r

2
=4. . _r +— arcsm(rj— 9 NP =07 + arcsm(oj =
2 2 r

.7 =0 =arcsin 0=0
=arcsin 1:5

o

=4 0+—-=—-0-0 |=r"-7 kv. jed.
2 2

Zadatak 7. Neka su a,b>0. Pokazite da je povrSina ravninskoga lika omedenoga

elipsom b*x*+a’-y*> =a’-b* jednaka P=a-b- 7 kv. jed.

Rjesenje: Analogno kao i u rjesenju prethodnoga zadatka, bez smanjenja opcéenitosti
mozemo pretpostaviti da je srediste elipse u ishodistu pravokutnoga koordinatnoga

sustava u ravnini. Promotrimo onu njezinu éetvrtinu koja se nalazi u prvom kvadrantu.

Jednadzba te cCetvrtine je y—— Na' b -b* X' = b2 a’*—x*, a ona

se nalazi iznad segmenta [O,a]. Tako dobivamo:

r 2
P=4-I2'\/a2—x2 'dx:4'2~(§~\/a2—x2 +%~arcsin(£n
a

2 2

:42- g~\/az—a2 +< arcsin| £ |- 9-'\/az—O2 +< . arcsin 0 =

a |2 ——x— 2 r 2 2 a

i =0 =arcsin 0=0
=arcsinl=§ i

b a r
=4.—|0+—-—-0-0 |=a-b-7 kv. jed.

a 2 2

Zadatak 8. Izracunajte povrSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama

K..y= i K,..y=x". Rjesenje zadatka obavezno popratite odgovarajuéom

X +1
skicom.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.

Dobivamo sliku 6.

2
Odredimo najprije sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rijesimo sustav y= X +1
2
y=x
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Slika 6.

Lijeve strane tih jednadzbi su jednake, pa takve moraju biti i desne strane.
Izjednacavanjem dobivamo jednadzbu

odnosno bikvadratnu jednadzbu
X +x*=2=0.
Zamjenom t:=x’ dobivamo kvadratnu jednadzbu
t?+1-2=0.

Budué¢i da je x*>0,VxeR, trazimo nenegativno rjeSenje dobivene kvadratne

jednadzbe. Lako nalazimo da dobivena jednadzba ima jedinstveno nenegativno rjesenje
t=1. Tako iz kvadratne jednadzbe x* =1 slijedi x, =-1, x, =1.

Primijetimo da za svaki xe [—1,1] vrijedi nejednakost:

22 > x*
x +1

9

kao i da su funkcije na objema stranama te nejednakosti parne. Zbog toga je trazena
povrsina jednaka:

(2 (.2 . (R
P=] - |dx=2.] —x* |-dx=2:] 2-arctg x——— ¥ || =

X +1 Lx+1 2+1 o

2.arctg 0+2-0° | | =2 2-Z—120—0 |= 7—2 kv. jed.
=~ 4

o 3

=2.| 2-arctg 1—1-13—
4
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Zadatak 9. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama

K..y’=x+4 i K,..x—y+2=0. RjeSenje zadatka obavezno popratite

odgovarajuc¢om skicom.

Rjesenje: Krivulja K, je parabola ¢ije je tjeme u tocki T'= (-4, 0) i koja je simetri¢na
s obzirom na os apscisa. Krivulja K, je pravac ¢ija je jednadzba u eksplicitnom obliku
y=x+2. U skladu s tim, skicirajmo obje krivulje u pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini. Dobivamo sliku 7.

|

Sa

—

—

\

Slika 7.

Odredimo najprije sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rijesimo sljedeéi sustav dviju
jednadzbi s dvije nepoznanice:

y: =x+4,
y=x+2.

Iz druge jednadzbe je x=y—2, pa uvrstavanjem te jednakosti u prvu jednadzbu
dobivamo y*=y-2+4, odnosno y’—y-2=0. Odatle je y,=-1,y,=2. Sada lako

izracunamo x, =-3, x, =0, pa zakljucujemo: S, =(-3,-1), §, =(0,2)

Lako vidimo da israfirani ravninski lik mozemo dobiti tako da iz ravninskoga lika
omedenoga krivuljama K, y=-=1, y=2 i x=0 izrezemo trokut kojemu su vrhovi S,

(0, -1) i S,. Povrsinu prvoga ravninskoga lika izra¢unat ¢emo pomocu odredenoga

integrala po varijabli y. Pritom, medutim, moramo biti vrlo oprezni: taj lik se nalazi

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 29



@ . Matematika 2 1.8. Primjene
(redovni preddiplomski odredenoga integrala

TEHMCKO VELEUCILISTE L) ZAGREE v . .o . .
rovieamamzeneence | Strucni studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

ispod osi ordinata jer za svaki ye[-1,2] vrijedi nejednakost y>—4<0. Zbog toga

prilikom racunanja povrsine moramo primijeniti apsolutnu vrijednost, odnosno
jednakost ‘yz —4‘ =4-y’, Vye[-1,2]. Tako dobivamo:

2

2 2
3.3 9 1 9
P=||y —4-dy-—-= (4—y2)'dy——=(4-y——-y2“j —-—=
U | 2 Il 2 2+1 L2
_lao—Lto fa ety |- 228-844-1 204 ea.
= 3% [~ 3 2 3 3 2 2

=4 N

Primjedba 1. Zadatak je moguce rijesiti i integriranjem po varijabli z. U tom je

slucaju trazena povrsina jednaka:

P=:(E\/x+4‘dx—2;22+_3(_ ,x+4).dx+l_;:z'j'/x+4‘dx+iM‘dx—%=

4

1 4

3 2 2 2 3 9
=2-|Vt-dt+ |Nt-dt—=2-—+—-8————=— kv. jed.
'([\/_ _!‘\/_ > 313 5 v.je

Uvjerite se u ispravnost ovoga racuna i objasnite svaki njegov korak.

Zadatak 10. Odredite povrSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K,...y’ =x* i

K,...y=2-x". Rjefenje zadatka obavezno popratite odgovarajué¢om skicom.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.

y
\ | _

i 0 N

Slika 8.

Dobivamo sliku 8.

Odredimo najprije sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rijesimo sustav dviju jednadzbi

s dvije nepoznanice:
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y3 — XZ’
y=2-x

Iz druge jednadzbe je x*=2-y, pa uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo kubnu
jednadzbu y’=2-1y, odnosno y’+y-2=0. Jedino realno rjesenje ove jednadzbe je

y=1 u sto se mozemo uvjeriti ovako:
Y4y-2=0e (¥’ -1)+(y-D=0e (y-D- (¥’ +y+1)+(y-D=0&
e (y-D(y +y+2)=0.

Diskriminanta kvadratne jednadzbe y’+y+2=0 jednaka je D=(-1)*-4-1.2=1-8=-7<0,

pa ta jednadzba nema realnih rjesenja. Odatle slijedi tvrdnja.

Uvrstavanjem y=1 u prvu jednadzbu sustava dobijemo x* =1, a odatle je x,=—1, x, =1.
Dakle, sjecista zadanih krivulja su tocke S, =(=11) 1 S, =(L1).

2
Preostaje primijetiti da za svaki xe [—1,1] vrijedi nejednakost 2—x*>>x3, te da su obje

strane ove nejednakosti parne funkcije. Zbog toga je trazena povrsina jednaka:

0

5 5
—oloa-Ltp 3 fa0-tip 3 =2-(2—1—§—0+0+0j:2 kv. jed.
35 3% 5% 35 15
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Povrsina ravninskoga lika — domaca zadaca

Napomena: Rjesenja svih zadataka obavezno popratite odgovarajuc¢om skicom.

1. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama yzz;xz, y=x1x=6.
X—

2. Nadite povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y = r=1iz=¢€.

Inx

\/; 5

3. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y = (l—xz)-e", x=-1,
iz=1.

4. Izracunajte povrSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=x"+4-x i y=x+4.

5. Izrac¢unajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y*=2-x i |y| =

Upute i rezultati zadataka za domacu zadacu

1. Uputa i rjesenje: Trazena povrsina je jednaka:

6 4 4
P:(4+6)-2 I2 X dx=10— IZ t+4 dt=10—1(2+4'1j'd’:6_4'ln2 kv. jed.
2 4x_2 2 2 !

2. Uputa: TraZena je povrSina jednaka I 7x -dx. Primijenite metodu djelomi¢ne integracije

1
u obliku u=Inx, dv=x %-dx. Dobiva se: P =4 kv. jed.

1

3. Uputa: TraZzena je povrSina jednaka j(l—xz )-e" -dx. Dvaput primijenite metodu
-1

djelomicne integracije. Prvi put je primijenite u obliku u =1—x*, dv=e"-dx, a drugi put

uobliku u=x, dv=e*-dx. Dobivase: P= i kv. jed.
e

1

1 125
4. P=[(x+4-(x"+4-x))-dr=[(4-3-x-x’ ) dv === kv jed.
4

O =8 kv, jed.
o 3
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