1.8.

ODREDENI INTEGRAL
I PRIMJENE.



1.8.1. POJAM ODREDENOGA
INTEGRALA

® Pretpostavimo da je neprekidna realna funkcija f
definirana na segmentu [a, b], te da smo taj segment
toCkama x,, ..., x,_; podijelili na ukupno n (ne nuzno
jednakih) dl]GIOVa

® Stavimo li x,=a1x, = b, onda zbroj
S WACIREIEE

® nazivamo integralnim zbrojem 1l1 integralnom sumom
funkcije f na segmentu [a, b].

® S je zapravo zbroj povrSina pravokutnika kojima je
duljina jednaka x,, , — x;, a Sirina f (x,).
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1.8.1. POJAM ODREDENOGA
INTEGRALA

» Sto je broj podjela segmenta [a, b] veéi, tj. $to su diobene
toCke blize jedna drugoj, integralni zbroj postaje sve bolja
aproksimacija za povrsinu krivocrtnoga trapeza omedeno-
gakrivuljamay=f(x),x=a,x=b1y=0.

* Uz uvjet n = oo, tj. max(x,,,— x;) = 0, pripadnu grani¢nu
vrijednost integralnoga zbroja S, nazivamo odredenim
integralom funkcije f u granicama od x = a do x = b.
Pisemo:

n

[f)-dx= Tim 3 f(x)-(x, - x,)

max(x;,;—x;)—0 0

mr.sc. Bojan Kovacic, visi predavac 3



1.8.2. NEWTON-LEIBNIZOVA
FORMULA

® Da bi se 1zbjeglo raCunanje povrSine krivocrtnih trapeza pomocu
limesa integralnih suma, uspostavlja se sljedeca veza:

e Poucak 1. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na segmentu
[a, b]. Tada vrijedi jednakost:

[ f(x)-dx = F(b)-F(a)

® odje je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f.

® Gornja jednakost naziva se Newton — Leibnizova formula 1
predstavlja temeljnu vezu matematicke analize (grane matematike
koja se bavi prouCavanjem funkcija) 1 geometrije.
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1.8.3. ALGORITAM ZA IZRA(VIUNAVIEANJE
ODREDENOGA INTEGRALA | /(x)-ds

* Pretpostavka: Podintegralna funkcnya f je
neprekidna na segmentu [a, b].

 Korak 1. Odrediti neodredeni integral [ /(x)-dx

 Korak 2. Odabrati C = 0. Tako se dobije
jedinstvena realna funkcija F. (Podsjetnik:
Nju nazivamo standardna antiderivacija.)

 Korak 3. Izracunat1 F(b) — F(a).
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1.8.4. OSNOVNA SVOJSTVA ODREDENOGA
INTEGRALA

* Pretpostavke: CeR je konstanta 1 c € [a, D].

1) jé-f(x)-dx:é-jf(x)-dx
2)j f(x) % g(x)]-dx jf(x) dx+jg(x) d
3.) jf(x)-dxz—jf(x)-dx

4.) jf(x)-dxsz(x)-dwjf(x)-dx
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1.8.5. PROSJECNA VRIJEDNOST
FUNKCIJE NA SEGMENTU

* Neka je f funkcija neprekidna na segmentu
a, b]. Tada se prosjecna (srednja) vrijednost te
funkcije na navedenom segmentu racuna prema
formuli:




1.8.6. POVRSINA RAVNINSKOGA LIKA

Neka je f funkcija neprekidna na segmentu [a, b]. Tada je
povrSina krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama
y=f(x),y=0 (os apscisa), x =a 1 x = b jednaka

b

P=|]f(x)]-dx

Ako za svaki x € [a, b] vrijed1 nejednakost f(x) = 0, znak
apsolutne vrijednosti smije se 1zostavitl.

Opcenityje, ako su f 1 g funkcije neprekidne na segmentu
[a, b], onda je povrSina lika omedenoga (samo) grafovima

tih funkcija jednaka b
P=[|f()-g()]-dx
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1.8.7. NAPOMENE

* 1. PovrsSina ravninskoga lika omedenoga krivuljom
x=f(y), te pravcima x = 0 (os ordinata), y=a1y=>
dana je izrazom i 100y

e 2. Ukoliko za svaki x € [a, D] vrijedi nejednakost
f (x) < g(x), onda je povrSina ravninskoga lika
omedenoga krivuljamay =f(x), y=g(x), x=a1x=>b
jednaka

j () - /()] | j g(x)-dx j S (x): dx|
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1.8.8. DULJINA LUKA KRIVULIJE
* Neka je f funkcya neprekidno
derivabilna na segmentu [a, b].

* Tada je duljina luka grata funkcije
y = f (x) 1zmedu toCaka s apscisama
x=a 1 x = b jednaka

z:i\/l{f'(x)]z .dx
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1.8.9. OBUJAM ROTACIJSKOGA TIJELA.

* Ukoliko krivocrtni trapez omeden krivuljama y = f (x) 1
pravcima y = 0, x = a 1 x = b rotira oko o0s1 apscisa,
obujam nastaloga rotacijskoga tijela raCunamo prema
formuli:

V:;z-j[f(x)]z-dx.

* Ukoliko 1sti trapez rotira oko osi1 ordinata 1 ako su
konstante a 1 b 1stoga predznaka, obujam dobivenoga
rotacijskoga tijela raCuna se prema formuli:

V:2-7r-_[x-f(x)-dx.
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