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Elektrotehnicki odjel

Zadatak 1. Ispitajte konvergenciju sljede¢ih nepravih integrala i, ako konvergiraju,

izracunajte ih:

a) f%
1

b) je”-dx;

Todx
c .
) ;'; X’ +1
Rjesenje: Svaki od zadanih integrala izracunat ¢emo prema odgovarajucoj definiciji.

a) Prema definiciji, trazeni integral je jednak:
1
I=h1LIEO(J1‘?-de.

Odredimo odredeni integral u okrugloj zagradi na uobicajen nacin:

b b b b
e [ )
T -2+1 1 ), b U1 b

Zbog toga je zadani integral jednak:

I = lim (1—1]=1—0=1.
b

b—>+o0

b) Postupimo potpuno analogno kao u prethodnom zadatku. Prema definiciji, traZeni

integral je jednak:

1 =ali_)n}o(j.ex dx]

Odredimo odredeni integral u okrugloj zagradi na uobicajen nacin:

Jl.ex-dx:(ex)

a

a

1 1 a
=€ —e =e—e.
a

Zbog toga je zadani integral jednak:

I = lim [e—e“j=e—0=e.
[

a——co
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c) Kao ,,medutocku® odaberemo ¢ =0, pa je zadani nepravi integral jednak:

I=j dx T dx

+ :
L+l g X+l

Lijeva strana je ,konkretan“ realan broj ako i samo ako je svaki od dvaju
pribrojnika na desnoj strani ,konkretan“ realan broj. Ako barem jedan od tih
pribrojnika pripada skupu {-eo,+e0}, tj. ako barem jedan od tih pribrojnika

divergira, onda divergira i polazni integral.

Analogno kao u prethodnim dvama podzadacima rac¢unamo redom:

¢l C(F 1 : A T\ 7w
I, :=jx2+1-dx=a11131w szﬂ-dx zd]ilglm((arctgx)L):gnw arctg O—arctga |=0—| —= =

a

IZ:ZI 1 .dleim@ 1 .dxj:[)liHrri((arctgx)|Z)=hliHr2 arctg b—arctg 0 :7—21-—():%[.

k4 =0
——
2

Zbog toga je zadani integral jednak:
I=1+1,=2+%=1.
2 2

Dakle, sva tri zadana integrala konvergiraju i jednaki su redom, 1, e i m.

Primjedba 1. U zadatku 1.c) podintegralna funkcija je parna. Znamo da za odredene
integrale vrijedi svojstvo: ako su a > 0 i f parna funkcija integrabilna na segmentu [-a,

al, onda je:
jf(X)-dX=2-jf(m-dx:ljif(x)-dx.

Moze se pokazati da analogno svojstvo vrijedi i za neprave integrale, tj. ako je f parna

funkcija integrabilna na R, onda je:

[ re-as=2- [ fe-as=2- feo-as.

Tako smo nepravi integral u zadatku 1.c) mogli krace izracunati i ovako:
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T odx | b
I1=2- =2-lim -dx :2-lim( arct ):Z-Iim arctg b—arctg 0 | =
-[ )C2 +1 b—>+oo(-([ xz +1 J b—>+oo ( g x)|0 b—>+o0 __zg — ._/g

r =0
N
2

Zadatak 2. IzraCunajte nepravi integral I = I n3) (42 1 )‘
n5)-(w —4-w

5

dw

Rjesenje: Primijetimo da vrijedi identitet:

w —4-w=(w=2)"—4.

Provedimo zamjenu varigjabli u nepravom integralu. Nju obavljamo potpuno analogno

kao i zamjenu varijabli u odredenom integralu. Dakle, zamijenimo:

r=w-2,

dt:(w—2)'-dw:1-dwzdw,

5+5-2=3,

+oo = lim (b —2) = +oo.
b—to0

—>too

Tako je polazni nepravi integral jednak:

3 4
4 1 o) 41 1 oN') 1 b-2|  |3-2
=— . 1lim _mt; = . lim _.mt; = Jim| InI/—=|=mml7—=| | =
InS b=\ 2-2  [t+2 ; InS 4 o= {4 |t+2 R InS o=\ |b+2 3+2
:L.h‘m mg_ml _ 1 im mﬂ_ (—1) :L.]i lnﬂ+1n5 =
In5 bt b+2 5 In5 b+ b+2 In5 o+ b+
=0
-
2
—L-]jm Inl—2!+1n5 _ 1 lnﬂ+1n5 _1 Inl+Ins :L-ln5:1.
In5 oo+ 1+g In5 140 In5 \'% In5
b
50

toe 2
Zadatak 3. Izracunajte nepravi integral I = J' 24 -arctg'w

——d
Yo (ew)

Rjesenje: Ponovno provedimo zamjenu varijabli u nepravom integralu:
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t = arctg w,

dr = (arctg w)' -dw= 1 ! -dw,

+w?

0> arctg 0=0,

. V4
+oo > blilg(arctg b)= >

Kako vidimo, ovom zamjenom polazni nepravi integral prelazi u ,obi¢ni“ odredeni

integral. Njega racunamo na uobicajen nacin:

3 x 3 .
o= (R
v T 3 o (\2 T 8

Primjedba 2. Pojasnimo u $to se u slu¢aju primjene metode zamjene ,preslikaju®

2244 %43, 24 ( 1 21)
1= dt=—- |t dt=—| — 1
;[ T 71"! 7 \2+1

granice -oo i o0, Pretpostavimo da smo uveli zamjenu ¢ := g(x). Tada:

—oo > lim f(a),

a——o

+eot> lim f(b).

Granicne vrijednosti na desnim stranama treba odrediti prema pravilima za
odredivanje grani¢nih vrijednosti poznatima iz Matematike 1. Ako je moguce (tj. ako
izraz pod grani¢nom vrijednoséu ima odgovarajuéi oblik), za odredivanje svih graniénih
vrijednosti koje se pojavljuju pri rac¢unanju nepravoga integrala smijemo primijeniti

L'Hépital-Bernoullijevo pravilo.

Zadatak 4. Izracunajte nepravi integral I = I4-w3 e dw.
0

Rjesenje: Zamijenimo:
t=-w,

dt=(-w') -dw=—4-w'-dw=4-w’ dw=—dr,

0—-0'=-0=0,

b—>+oo

+o0 —> lim (— b* J:—oo.
()

—>+oo

Tako dobivamo nepravi integral:

I:T(—l)-e’ ‘dt:(—l)-_fe’ dt.
0 0
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Kod odredenoga integrala sad bismo zamijenili donju i gornju granicu integracije jer
integral ima negativan predznak. Smijemo 1i postupiti analogno i u slucéaju nepravoga
integrala? Odgovor je potvrdan, tj. smijemo. Dakle, zamijenimo donju i gornju granicu
integracije, pa dalje integral odredimo prema definiciji:

)_ lim (gj—gjjﬂ—o:l.

1= Ie dt—hm é' dt—hm(

u—)—oc a—>—oo

=1 -0

Zadatak 5. Neka je a > 0 konstanta. Ispitajte konvergenciju nepravoga integrala
+oo
I= J.x-e_“-dx.

Ako integral konvergira, izracunajte ga.

Rjesenje: Zadatak éemo rijesiti metodom djelomicne integracije. Pogledajmo kako

¢emo primijeniti tu metodu u slucaju nepravih integrala.

1
. ) M — — J. —a-x dx - __ —a-x )
Pocetak je standardan: a (Za zaboravne: integral
du =dx dv=e""-dx
t'=—a-x,
I “*.dx odreduje se metodom zamjene: 1 . Provedite taj
dt=—a-dx=>dx=——-dr

a
postupak u cijelosti sami.) No, $to sad napraviti? Smijemo li s grani¢nom vrijednoséu
snhapasti dio standardne antiderivacije kojega ¢emo dobiti djelomi¢nom integracijom?

(Otprije znamo da to smijemo napraviti s Newton-Leibnizovom formulom.)

U opéem slucaju odgovor je negativan. Naime, formula
lim(f(x) t g(x)) = lim(f(x)) t lim(g(x)) vrijedi uz pretpostavku da postoje obje

graniéne vrijednosti na desnoj strani. Zbog toga moramo biti oprezni, te

primjenjivati formule samo ako su ispunjene sve potrebne pretpostavke.

U ovom zadatku dobivamo:

I:[x.(—lj.e_d'xj _J.(_lje_axdx:l (_ .:X +J.€_a'x.dx =
a 0 0 a a € 0 0

Hel AT EHEE

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac )



@ . Matematika 2 1.9.
(redovni preddiplomski struéni | Nepravi integrali

TEHMICKD VELEUCILISTE U ZAGRER .o . e v . .
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike) rijeseni zadaci

Elektrotehnicki odjel

U posljednjem koraku smo oba ¢lana stavili u istu zagradu jer imaju jednake segmente
integracije. (Koje smo svojstvo odredenoga integrala ovdje zapravo primijenili?) Dakle,
postupili smo kao da se radi o odredenim, a ne nepravim integralima, pa smo ¢ak pisali

i oznaku +oo kao gornju granicu segmenta integracije, iako je ta oznaka samo

formalna. Preostaje primijeniti odgovaraju¢u definiciju nepravoga integrala i racunati

odgovarajucu grani¢nu vrijednost:

1 . 14a-b 14+a-0
) lim| — oo )=

b—+oo e e

_pab
= (—iz) lim (H- ah b_ 1) = (—LZ] lim (%J = (L'Hopitalovo pravilo) =
a b—r+oo e“ a b—>+oo e’

() (e () i (2 ) i | L |
a a2 biHN a.ea'b - az biH—w ea'b - az bstoo ea-b -

-
—oo

Primjedba 3. Pretpostavka a > 0 je nuzna jer za a <0 integral divergira. Utvrdite na
kojemu smo mjestu u rjesenju prethodnoga zadatka izravno primijenili tu pretpostavku.

Zadatak 6. Neka su a>0 i peR konstante. Ispitajte konvergenciju nepravoga

+o0
integrala j—p Ako integral konvergira, izracunajte ga. Sve svoje tvrdnje precizno
X

a

obrazlozite.
Rjesenje: Razlikovat ¢emo tri slucaja.
Slucaj 1. p=1. Tada je:

T dx % dx b

I = £7=blirﬂod7=bliﬂ((ln x)) :blirgo(%lé—zl%n%) = {400 —const.} = +oo.

Dakle, u ovom slucaju integral divergira.

Slucaj 2. p<1. Tada je:

b
=L~ lim (blp - &l:j'
a 1- V4 bt = const.

Prema pretpostavci je p<1, odnosno 1—p>0. To znaci da je limb'"” =+c, pa u

b—>+oo

b
I=1m |x” -dx= lim ! X
b—+oo b—+oo —p +1

a

ovom slucaju zadani integral divergira.
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Slucaj 3. p>1. Potpuno analogno kao u slucaju 2. dobivamo:

I =L~ lim [bl"”— al"”j=L- lim( 1_1 —a”’ j
l=p boe= Somt)  1=p o0 IS

Prema pretpostavci je p>1, odnosno p—1>0. To znaci da je blim b"™ =+oo, odnosno

—>+oo

bli)rEo o =0. Zbog toga je:
I-p
I:Llim( ll_alpj_L.(O_alp):a
l=p b=o+=\b"" Z355) 1-p p-1

Dakle, u ovom slucaju integral konvergira i jednak je

Zakljucak: Zadani integral konvergira za p >1 i tada je jednak . Za p <1 integral
divergira.
1
Zadatak 7. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom krivulje y=—
X

iznad intervala [1,+oo> oko osi apscisa.

Rjesenje: Prema formuli iz toc¢ke 1.8., trazeni volumen jednak je:

+

oo 2 oo o
szj(lj ‘dx=7l'_[i2‘dx=7£-'|‘x_2‘dx=7[-lim ( ! -x'“j
X X botee| \ =241

1
=7 lim {(—lj
b—>+o X

Primjedba 4. Rotacijsko tijelo iz zadatka 6. naziva se Gabrijelov rog ili Toricellijeva

b
J:z-blim —%—(—1) =7-(0+1) =7 kub. jed.

1 ——

-0

truba. Prvi naziv potjece od predaje da andeo Gabrijel sviraju¢i u ovaj rog najavljuje
Sudnji dan, a drugi od talijanskoga matematicara Evangelista Toricellija (1608. —
1647.) koji je prvi promatrao navedeno tijelo. Uz navedeno tijelo vezan je zanimljiv
paradoks: iako ono ima konacan volumen (Sto smo dokazali u prethodnom zadatku),
ono ima beskonacno veliko oplosje. To znaci da rog mozemo napuniti s © kub. jed. boje,

ali ne mozemo obojati njegovu vanjsku povrsinu (ali zato mozemo unutrasnju!).

Sljede¢e zadatke rijesit ¢emo koristeéi pogodne kriterije usporedbe za neodredene

integrale.
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Zadatak 8. Ispitajte konvergenciju integrala I = '[ e -dx. Sve svoje tvrdnje precizno
0

obrazlozite.

2

Rjesenje: Neodredeni integral J.e_”' -dx ne mozemo elementarno odrediti. Medutim, u
ovom slucaju to nije niti potrebno. Primijetimo da za svaki x>1 vrijedi sljedeéi lanac
nejednakosti:

x21 /-x21>0

X zx, (=),

2 A
—x"<—x, /e

2
—X

e <e™.

Posljednja nejednakost vrijedi jer je f,(x)=e" strogo rastuca funkcija na R, pa ,cuva

nejednakost (tj. kad obje strane nejednakosti ,napadnemo“ tom funkcijom, znak
nejednakosti se ne mijenja). Isto svojstvo, medutim, ima i integral: ako na nekom
intervalu [a,b] za dvije funkcije f, i g, vrijedi nejednakost f,(x)=g(x), onda je

If(x)-dx > jg(x)-dx. Analogna tvrdnja vrijedi i ako znak > zamijenimo znakom <.

Tako lagano dobivamo:
1 7 +oo 7 1 R +oo
Iz_[e_x“ “dx+ I et -dx<'|‘e_)‘ dx+ I e -dx.
0 1 0 1

Prvi pribrojnik na desnoj strani nejednakosti je odredeni integral i on je ,konkretan“

realan broj. No, takav je i drugi pribrojnik jer je

+o0 b

!.e‘x.dx:bliﬂle')‘-dx:blil}lm((—e‘x)lb)zblil};(—e"’—(—el))zblirg —eib+e =0+e=e.

Dakle, oba pribrojnika na desnoj strani nejednakosti su , konkretni“ realni brojevi, pa je

i njihov zbroj ,konkretan“ realan broj. Oznac¢imo taj broj sa Z.

Ovaj zakljucak jos uvijek ne znac¢i da [ konvergira jer se moze dogoditi da njegova
svrijednost” bude jednaka -co. Medutim, u ovom slucaju ipak nije tako jer lako vidimo

da vrijedi implikacija:

e >0:Te—xz .dx>+(jj0.dx= lim ﬁ)o.dxj: lim (0] ) = lim (0-0)=0.

b—+oo b—>+oo b—+oo
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Dakle, vrijednost polaznoga integrala pripada intervalu <O,Z], pa ta vrijednost mora

biti ,konkretan® realan broj. To znaci da zadani integral konvergira.

Primjedba 5. Tzv. prijelazom na polarne koordinate moze se pokazati da je tocna

(egzaktna) vrijednost integrala jednaka Tﬂ- Detalje ovdje izostavljamo.

Zadatak 9. Ispitajte konvergenciju integrala I sinx -dx. Sve svoje tvrdnje precizno

y X +1

obrazlozite.

Rjesenje: Podsjetimo najprije (vidjeti rjeSenje zadatka 1.c) da je:

T dx oz
Lﬁﬂzz’

0

Tako imamo sljedeéi ,lanac” nejednakosti:

1

>0
X +1

—1<sinx<1 /:

-1 SsinxS 1 /J~
X417 X+l K+

T s
o X+l g xT+1 o X +1
Te<Z
2 2

T
Dakle, vrijednost zadanoga integrala pripada segmentu {—E,E}, pa taj integral

konvergira.

400
Zadatak 10. Ispitajte konvergenciju integrala I . Sve svoje tvrdnje precizno
1V )C3 +8

obrazlozite.
Rjesenje: Za x =1 imamo sljedeci ,lanac” nejednakosti:

X+8>x’>0

1 1

0< <—,

©+8 X
+oo d_x +°°dx
0< <|—.
-!.x3+8 ~!‘x3
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400
Prema rjeSenju zadatka 6., integral I — konvergira i vrijednost mu je jednaka
1

171
;:5 Tako zakljucujemo da vrijednost zadanoga integrala pripada intervalu <0,%>,

pa zadani integral konvergira.

Pogledajmo nekoliko primjera nepravih integrala u kojima podintegralna funkcija nije

integrabilna na segmentu integracije.

Zadatak 11. Ispitajte konvergenciju nepravoga integrala Sve svoje tvrdnje

[
2 x
precizno obrazlozite.

Rjesenje: Najprije primijetimo da je zadani integral nepravi jer podintegralna funkcija

nije definirana u donjoj granici segmenta integracije (tj. u ¢ = 0). Zbog toga ga

racunamo kao grani¢nu vrijednost lim Primijetite da tocki 0 nuzno prilazimo

[
a—0+ \/; '
zdesna jer lijevo od nule podintegralna funkcija nije definirana. Tako redom imamo:

1

a—0+ a—0+ a—=0+ a—=0+
a

L de Lo 1 1
I:hmITzlim x 2-dx=lim ] x 2 =2-lim (xz)
aNX —+1
2

1
J:Z-(I—O):Z.

! [
=2.lim [12—a2J
a—0+ :’; :'6’

dx

NI

a

2
Zadatak 12. Ispitajte konvergenciju nepravoga integrala I Sve svoje tvrdnje
0

precizno obrazlozite.

Rjesenje: Zadani integral je nepravi jer podintegralna funkcija nije definirana u
gornjoj granici segmenta integracije (tj. u ¢ = 2). Zbog toga ga rac¢unamo kao grani¢nu

b
.. . dx
vrijednost lim :
b2 -([ / 4— 2

podintegralna funkcija nije definirana. Tako redom imamo:

Primijetite da tocki 2 nuzno prilazimo slijeva jer desno od 2

b

) . (b . (0 .4 .4
=lim| arcsin|—| -—arcsin|—||[=—-0=—.
b—2- 2 2 2 2

=arcsin 0=0

I=1i ¢ dx _ i (X
UL‘R! m‘bi‘?_ aresmn| >

0

. (2 . T
—arcsin| — [=arcsinl=—
2 2
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1
Zadatak 13. Ispitajte konvergenciju nepravoga integrala .[_5 Sve svoje tvrdnje
-1

precizno obrazlozite.

Rjesenje: Zadani integral je nepravi jer podintegralna funkcija nije definirana u tocki
¢ = 0 koja pripada segmentu integracije. Zbog toga ga racunamo kao zbroj dviju

grani¢nih vrijednosti:

0 1 b 1 b 1

de pdx . dx . dx . . . _ . 1 _
I=I—5+I—5=hm —+lim | —=lim 7 dx+lim | X7 -dx=lim| | —— - x™"
b X s X b—)O—_l X u—>0+ﬂ X b—0— a—>0+ﬂ b—0— —

Dakle, oba pribrojnika divergiraju, pa i zadani integral divergira.

Primjedba 6. Pronadite pogresku u svakom od sljedeéih ,rjesenja“ ovoga zadatka:

I. Uoc¢imo da je podintegralna funkcija neparna i da je segment integracije oblika
[-a, a]. To znaci da je zadani integral jednak nuli.
1

o e e
S T =5+1 RRNYATY YAV 4

1
Zadatak 14. Neka su a,me Rib=>akonstante. Ispitajte konvergenciju nepravoga
b
integrala I

a

dx : . . ..
—)m. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
X

(b-

Rjesenje: Zamijenimo t:=b—x. Tada je dr=( —x) -dx=—dx , a granice integracije
=1

prelaze redom u 0, odnosno b—a. Zbog toga je:

0 0 b—a b—a
I= j 4 jﬂ:um £ dt = lim | ———
th 0 th

, P =0+ 4 =0+ —m+1
—a b—a c

1 . 1 1
=—:Im| ———-— .
1_ m c-0+ (b _ a)nkl Cmfl

Posljednja grani¢na vrijednost ée postojati ako i samo ako je m—-1<0 (tada "'
prebacujemo iz nazivnika u brojnik, pa ,napad“ s granicnom vrijednoséu daje 0).
Dakle, zadani integral konvergira za m<1, a divergira za m>1. (Usporedite rezultat za
rezultatom zadatka 6.)
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Matematika 2
(redovni preddiplomski struéni
studij elektrotehnike)

1.9.
Nepravi integrali
rijeseni zadaci

Nepravi integrali — domaca zadaca

1. Izracunajte sljede¢e neprave integrale:

T 6-x° _
o (7 41y
2-e"-dx
b .
) I T2 41

2. Izracunajte sljedeCe neprave integrale:

()
—cos| —
W[

0 3
64 -arcctg’w
b) | Dharects w

> -dw;
w”+1

0
) _[t2-e’~dt.

3. Izracunajte integral I

2-dt

41

4. Pogodnom usporedbom ispitajte konvergenciju integrala:

) J‘ COS)C

1+x°

Tod
)lﬁ”
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@ . Matematika 2 1.9.
(redovni preddiplomski struéni | Nepravi integrali

* POLTTECHNICUM ZAGRARENSE studij elektrotehnike) rijeSeni zadaci

Elektrotehnicki odjel

Upute i rezultati zadataka za domacu zadacu
1. a) Uputa: Zamijenite ¢:=x’+1. Rezultat: 1.
b) Uputa: Uocite da je e** +2-e" +1=(e‘”+1)2, pa zamijenite t:=¢e" +1. Rezultat: 1.

1
¢) Uputa: Zamijenite t:=—. Rezultat: 1.
x

1
2. a) Uputa: Zamijenite t:=—. Rezultat: 1.
x

b) Uputa: Zamijenite t:=arcctg w. Rezultat: —z*.

¢) Uputa: Dvaput primijenite metodu djelomi¢ne integracije. Prvi put je primijenite
u obliku u=¢*, dv=¢'-dt, a drugi put u obliku u=t, dv=e¢'-dr. Rezultat: 2.

3. T.

1 co 1
—< SY o1

4. a) Uputa: Pokazite da za svaki x>0 vrijedi nejednakost -— .
x I+x x

Rezultat: Konvergira.

b) Vidite uputu za prethodni podzadatak. Rezultat: konvergira.

1
c) Uputa: Pokazite da za svaki u >2 vrijedi nejednakost 0<—<

1
Vu Nu-1

. Rezultat:

Divergira.
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