1.9.

NEPRAVI
INTEGRALI



1.9.1. POJAM NEPRAVOGA
INTEGRALA

* Odredeni integral definiran je u slucajevima kad
je podintegralna funkcija omedena (najcesce:
neprekidna) na segmentu integracije.

e Integrali kod kojih podintegralna funkcija nije
omedena ili kod kojih je barem jedna granica
“beskonacna” nazivaju se nepravi integrali.

e Izracunavanje takvih integrala svodi se na
kombinaciju odredivanja standardne antiderivacije
i racunanja granicnih vrijednosti (limesa).



1.9.2. INTEGRALI S
“BESKONACNIM” GRANICAMA

Pretpostavke: Neka su a€R konstanta i f integrabilna
realna funkcija na segmentu |a,b], za svaki b>a.

Ekvivalentno, pretpostavljamo da postoji odredeni

integral b
jf(x)-dx, Vb>a.

Ako postoji
b—+w

lim Uf(x)-dx] —/ecR

kazemo da integral pod granicnom vrijednosti konvergira
i da mu je grani¢na vrijednost jednaka 1.

Ako je I €{—w,+}, kazemo da integral divergira.
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1.9.2. INTEGRALI S
“BESKONACNIM” GRANICAMA

| € R naziva se nepravi integral funkcije f u
ogranicama od a do +oo. Pisemo:

Tf(x)-dx::]:blirgojf(x)-dx
* Analogno se definiraju i nepravi integrali:
J £x)-dvi= Tim [ f(x)-dv

Tf(x)-dx:: lirgojf(x)-dx+ lim jf(x)-dx, zaceR.

b—+w
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1.9.3. KRITERIJI USPOREDBE

Ako se zahtijeva iskljuéivo ispitivanje konvergencije
integrala (bez odredivanja njegove vrijednosti), mogu se
primijeniti sljedec¢a dva kriterija:

Kriterij 1. Neka su a € R proizvoljan, ali fiksiran, te f
i g zadane realne funkcije.

Ako za svaki x > a vrijedi nejednakost 0= f(x)<g(x) i ako
nepravi integral j g(x)-dx konvergira, onda i integral

I f(x)-dx konvergira, te vrijedi nejednakost

OSTf(x)'deTg(x)-dx
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1.9.3. KRITERIJI USPOREDBE

Kriterij 2. Neka su a€R proizvoljan, ali
fiksiran, te f i g zadane realne tunkcije.

Ako za svaki x>a vrijedi nejednakost |f(x)|< g(x)
i ako integral [ f(x)-dr divergira,
onda i integral | g(x)-dx divergira.

Navedeni kriteriji nazivaju se kriteriji
usporedbe.
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1.9.3. KRITERIJI USPOREDBE

Prigodom primjena Kkriterija usporedbe cesto se za
usporedbu uzima sljedeci rezultat:

P dx . fodx o
Rezultat: Integrali J o | J —n  konvergiraju za

m>1, a divergiraju za m<I1.

+00dx +00 d_x +00 dx
Posljedica: Za svaki a >0 integrali ,[ N j \/;I%
divergiraju, a integrali J' % % konvergiraju.
X X



1.9.4. INTEGRALI NEOMEDENIH FUNKCIJA

 Pretpostavka: Realna funkcija f je definirana i
integrabilna u svakoj tocki intervala [a, b) a u tocki x =
= b funkcija nije definirana ili vrijedi lim f(x) =400

* Ako postoji bs H
lim j £(x)-dx

0"

* kazemo da nepravi integral I J(x)-dx konvergira.

 Ako je gornja granicna Vl"lJeanSt jednaka 4oo ili -oo,
kazemo da taj integral divergira.

e Tocka b naziva se singularna tocka.

* Za ovako definirane integrale vrijede analogna pravila i
rezultati kao i za integrale s beskonac¢nim granicama.
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1.9.5. KRITERIJ USPOR.

INTEGRALE NEOMEDENIH F

.
D]

3

E ZA

INKCIJA

Pretpostavka: Neka su f i ¢ realne funkcije
takve da za svaki x € [a,b] vrijedi nejednakost

f(0)|< g(x).

Ako integral | g(x)-dx konvergira, onda konvergira

I integral [ (xj-dr -

I ovaj se rezultat naziva kriterij usporedbe.
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1.9.5. KRITERIJ USPOREDBE ZA
INTEGRALE NEOMEDENIH FUNKCIJA

Prigodom primjene kriterija usporedbe cesto se
koristi sljedeci rezultat:

dx
Rezultat: Za svaki b>a integral j )
konvergira za m<I ;

divergira za m>1.  »

Posljedica: Integrali j N j Jhx konvergiraju,
a integrali » dx by

e e

divergiraju.
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