1. OSNOVE KOMBINATORIKE

 Kombinatorika — grana matematike koja se bavi
problemima prebrajanja konacnih skupova, odnosno
konac¢nim skupovima i strukturama opcenito

» (Osnovna pitanja kombinatorike: Koliko ima
skupova/brojeva/objekata  koji..?, Na  koliko
medusobno razli¢itih nacina se moze...”

 Npr. Koliko ima troznamenkastih prirodnih brojeva
kojima je prva znamenka jednaka zbroju druge i
trece? Na koliko medusobno razlicitih nacina se
izmedu 153 saborska zastupnika moze izabrati
peteroclano predsjednistvo Sabora?
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1.1. OSNOVNA PRAVILA PREBROJAVANJA

* Pravilo zbroja: Neka su ne N proizvoljan, ali fiksiran, te

S, .., S konacni medusobno disjunktni skupovi (presjek
bilo kojih dvaju od njih je prazan skup).

e Tada je skup USI. =5, 0US,U...uS konacan.
i=l1

+ Zasvaki T | JS, vrijedi: card(T) =) card(T N S,)
i=1 i=1

* Posebno, vrijedi: card[U Sl_] = zcard(Sl_)
i=1 i=1

 Oprez: Ako polazni skupovi nisu disjunktni, navedena
formula nije istinita.
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1.1. OSNOVNA PRAVILA PREBROJAVANJA

 Pravilo umnoska: Neka su n € N proizvoljan, ali
fiksiran, te S, .., S, konacni skupovi. (Ti skupovi
ne moraju biti medusobno disjunktni.)

* Neka je 77c 5 X .. X S, skup wuredenih n-torki
takav da za svaki 7 = 1, .., n 7 - tu komponentu
toga skupa mozemo izabrati medu elementima
skupa 5; na n, razlicitih nacina.

* Tada je

card(7) = H n..
i=1



1.2. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJANJA

&3
oy

Neka je = {ay, ay, .., a,}.

Problem: Na koliko razlicitih nacina sve elemente skupa 5
mozemo poredati u wreden niz (tako da znamo koji
element je prvi, koji drugi itd.)?

Svaki od nacina slaganja svih elemenata skupa 5 u ureden
niz nazivamo permutacija (bez ponavljanja) toga skupa.

Ekvivalentno, permutacija (bez ponavljanja) je bilo koja
bijekcija skupa S na samoga sebe.

Zadani problem zapravo trazi odredivanje ukupnoga broja
svih raglicitih permutacija bez ponavljanja skupa S (tj.
svih razli¢itih bijekcija skupa S na samoga sebe.)

Rezultat: £ = n! = umnozak prvih n prirodnih brojeva.
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1.3. MULTISKUP. PERMUTACIJA MULTISKUPA
(PERMUTACLJA S PONAVLJANJEM).

Neka je S = {a,, ay, .., a,} bilo koji n-clani skup.

Pretpostavimo da smo od svih elemenata skupa .S formirali strukturu A

tako da se u A element a, pojavljuje tocno m, puta, element a, pojavljuje
tocno m, puta, .., element a, pojavljuje tocno m, puta. Pritom je m; e N,

za svaki 7 € |n.

Strukturu A nazivamo (konacni) multiskup na skupu S. Broj m; nazivamo
kratnost elementa a, u multiskupu S. Broj elemenata (kardinalnost)
multiskupa A je nenegativan cijeli broj card(A4):=m = Z m,.

Permutacija multiskupa A je svaka uredena im-torka é€menata iz 4. Za tu
permutaciju kazemo i da je permutacija s ponavijanjem skupa .S.

Problem: Odrediti ukupan broj svih razli¢itih permutacija multiskupa A.

Rjesenje: m
Z m, |!
[ m ] my,...,m m' i=1
ml > n

e,

n m m

[Tend TTeny
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1.4. ~<PERMUTACIJA BEZ PONAVLJANJA
Neka su &4, n € N takvi da je £ < n.
Neka je S bilo koji n-c¢lani skup.

Svaka  uredena  Atorka  medusobno razli¢itih
elemenata skupa .5 ¢iji su elementi medusobno razli¢iti
naziva se k-permutacija bez ponavijanja (ili, krace, k-
permutacija) skupa S.

Za k = n dobivamo ,,obi¢nu” permutaciju skupa .S.

Problem: Odrediti ukupan broj svih razli¢itih A-
permutacija skupa .S.

Rezultat: P(n.k) = ﬁ(n—l’) =n-(n—=1)-...-(n—k+1)



1.5. R-PERMUTACIJA S PONAVLJANJ.

Neka su n, re N.

(-]
=

Neka je S bilo koji n-c¢lani skup.

Pri nizanju elemenata skupa S u ureden niz mozemo
dozvoliti ponavljanje elemenata toga skupa.

Svaka uredena r-torka u kojoj se na svakoj poziciji
(komponenti) moze pojaviti svaki element skupa S
naziva se 1-permutacija s ponavijanjem skupa S.

Problem: Odrediti ukupan broj svih razlicitih
r-permutacija s ponavljanjem skupa S.

Rezultat: ﬁ(n,r) =n'
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1.6. KKOMBINACIJA (BEZ PONAVLJANJA)

Neka su &4, n € N takvi da je £< n.

Neka je S bilo koji n-clani skup.

Svaki AClani podskup skupa S naziva se & kombinacija
bez ponavijanja (ili krace: kkombinacija) skupa 5.
Problem: Odrediti ukupan broj svih razlicitih A
kombinacija skupa 5.

Rezultat:

C(n,k):[lfl]::n-(n—]).m.(n_k_|_1): .
g k! k' (n—k)!




1.7. BINOMNI KOEFICIJENT

n
Broj (k] naziva se binomni koeficijent i Cita se “en

povrh ka’.

Taj je broj uvijek ili prirodan broj ili 0 (ako je & >
> ).

Zadatak 1. Iz interpretacije binomnoga koeficijenta

lako slijede identiteti: Ulj:n (n\ -1. Dokazite ih.

n)
Zadatak 2. Iz definicije binomnoga koeficijenta lako
slijede identiteti [”]:1, (Z]_( & k],

0
Dokazite ih koristeci interpretaciju toga koeticijenta.
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=

1.8. R-KOMBINACIJA S PONAVLJANJ.

Neka su n, re N.
Neka je S bilo koji n-c¢lani skup.

r-kombinacija s ponavijanjem skupa S je bilo koji
r~C¢lani multiskup na 5. (Za definiciju multiskupa
vidjeti tocku 1.3.)

Problem: Odrediti ukupan broj svih razlicitih
r~-kombinacija s ponavljanjem skupa .S.

Rezultat: _ n4r—1
C(n,r) =

vV
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1.9. BINOMNI TEOREM.

* Moze se pokazati da vrijedi sljedeci:

 Teorem 1. (binomni teorem) Za bilo koje
x, y€ C i bilo koji n € N vrijedi jednakost:

n (n
(x_l_y)n :z .xn—k .yk
o\ X
* On se najcesc¢e dokazuje algebarski matematickom

indukcijom, ali ga je moguée dokazati i
kombinatorno (za kombinatorni dokaz vidjeti npr.
D. Veljan: Kombinatorna i1 diskretna matematika,

Algoritam, Zagreb, 2001.).
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@ , Vjerojatnost i statistika 1. Osnove kombinatorike
(strucni prijediplomski - zadaci
romeomemaonee | studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

1. a) Iz Spickovine u Bedekovéinu moze se doéi trima razli¢itim cestama, a iz
Bedekovcine u Sracinec dvjema razli¢itim cestama. Na koliko se razlic¢itih nacina

moze doéi iz Spickovine u Sra¢inec preko Bedekovéine?
Rjesenje: Na ukupno 3-2=6 razlicitih nacina.

b) U stoclanoj skupini studenata nalazi se totno 60 muskaraca. Za sastanak s
voditeljem studija treba odabrati dvoclano izaslanstvo u kojemu ¢ée biti tocno
jedna zena. Na koliko je razli¢itih nacina to moguce uciniti?

Rjesenje: Na ukupno 60-40=2400 razli¢itih nacina.

c) Koliko ima troznamenkastih prirodnih brojeva kojima je prva znamenka

jednaka zbroju druge i trece?

Rjesenje: Prva je znamenka jednoznac¢no odredena zadamo li drugu i trecu. Iz
istoga razloga zbroj druge i tre¢e znamenke ne smije biti strogo veéi od 9.
Razlikujemo ukupno 10 razli¢itih slucajeva:

— ako je tre¢a znamenka jednaka nuli, drugu mozemo izabrati na 9 razli¢itih
nacina (sve osim 0);

— ako je treca znamenka jednaka 1, drugu mozemo izabrati na 9 razlic¢itih
nacina (sve osim 9);

— ako je treca znamenka jednaka 2, drugu mozemo izabrati na 8 razlic¢itih
nacina (sve osim 8 i 9);

— ako je treca znamenka jednaka 3, drugu mozemo izabrati na 7 razlic¢itih

nacina (sve osim 7, 81 9);

— ako je treta znamenka jednaka 8, drugu mozemo izabrati na 2 razli¢ita
nacina (1 ili 0);
— ako je tre¢a znamenka jednaka 9, druga znamenka mora biti jednaka 0.
Zbog toga je trazeni broj jednak:
94+94+8+7+6+...+34+2+1=(1+2+3+...49+10)-1=
10
=— . (1+10)—1=
> ( )
=54,
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@ , Vjerojatnost i statistika 1. Osnove kombinatorike
(strucni prijediplomski - zadaci

studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAd
Elektrotehmick

2. Odredite ukupan broj medusobno razli¢itih permutacija rijeci:
a) ZAGREB;

Rjesenje. Sva slova rijeci ZAGREB su medusobno razli¢ita. Zbog toga je
trazeni broj jednak P, =6!=720.

b) ELEKTROTEHNIKA;

Rjesenje. Trazeni broj je jednak broju svih permutacija multiskupa
M ={A,E*,H,I1,K*,L,N,O,R,T"}, a taj je jednak:

1+3+1+1+2+1+1+1+1+2_ 14 3

( 3,2,2 j_(&z,zj_
14
C3LQ2N)?
=3 632 428 800.

¢) OUAGADOUGOU;

Rjesenje. Trazeni broj je jednak broju svih permutacija multiskupa
M z{AZ,D,G2,03,U3}, a taj je jednak:

2+1+2+3+3_ 11 B
2,233 ) |2.233)
IR

(21317
— 277 200.

d) POPOCATEPETL.

Rjesenje. Trazeni broj je jednak broju svih permutacija multiskupa
M :{A,C,EZ,L,OZ,P3,T2}, a taj je jednak:

1+14+2+14+2+3+2 B 12 B
2,2,3,2 12,2.32)
12!

e
=9 979 200.
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@ , Vjerojatnost i statistika 1. Osnove kombinatorike
(strucni prijediplomski - zadaci
romeomemaonee | studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

3. a) U UEFA-inoj Ligi prvaka natjecu se ukupno 32 nogometna kluba. Na koliko
razli¢itih nacina strastveni kladionicar Zdravko moze prognozirati koji ce
klubovi zauzeti svako od prva cetiri mjesta u konacnom poretku (nakon
zavrsetka natjecanja)?

Rjesenje: Poredak klubova je bitan, pa zapravo trazimo ukupan broj 4-
permutacija 32-clanoga skupa. Taj je broj jednak:

P(32,4)=32-31-30-29=
=863 040.

b) Odredite ukupan broj svih medusobno razli¢itih podskupova n-Clanoga skupa
S'kao funkciju prirodnoga broja n. (U podskupove ubrajamo prazan skup i cijeli
skup S.)

Rjesenje: Prigodom formiranja bilo kojega podskupa X za svaki element skupa S
moramo utvrditi hoée li pripadati podskupu X ili neée. (Ako je u svim
slucajevima odgovor ,,da“, dobit ¢emo cijeli skup .5, a ako je u svim slucajevima
odgovor ,ne“, dobit ¢emo prazan skup.) Tako je trazeni broj jednak ukupnom
broju n—permutacija s ponavljanjem dvoclanoga skupa {,da“, ,ne“}, a taj je
jednak

P(2,n)=2".
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@ , Vjerojatnost i statistika 1. Osnove kombinatorike
(strucni prijediplomski - zadaci
" oLvrecHmouM zacAseNsE studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

4. a) Na koliko se razli¢itih nac¢ina u istom izvlacenju igre LOTO 7/35 mogu izvudi
kombinacija od 7 brojeva i jedan dopunski broj (vra¢anje izvucene kuglice u
bubanj nije dozvoljeno)?

Rjesenje: Ne dozvolimo li vracanje kuglica u bubanj, onda najprije izvla¢imo
sedam brojeva koji tvore kombinaciju (i koji su svi medusobno ravnopravni), a
potom dopunski broj (kojega tretiramo zasebno). Sedam brojeva koji tvore
kombinaciju tvore neuredeni sedmeroclani podskup 35-¢lanoga skupa, a takvih
skupova ima ukupno:

35
=6 724 520.
7
Nakon sto formiramo kombinaciju, dopunski broj mozemo izabrati na ukupno
35—7 =28 razli¢ita nacina. Zbog toga je trazeni broj jednak:
6 724 520-28 =188 286 560.

b) Rijesite a) podzadatak u sluc¢aju da je dozvoljeno vracanje izvucene kuglice u
bubanj.

Rjesenje. Dozvolimo 1i vracanje kuglica u bubanj, onda sedmeroclanu

kombinaciju mozemo izabrati na ukupno

35+7-1) (41)
7 7 )
=22 481940

razli¢itih nacina, a dopunski broj na jos 35 razli¢itih nacina. Zbog toga je u
ovom slucaju trazeni broj jednak:

22 481 940-35="786 867 900.
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@ , Vjerojatnost i statistika 1. Osnove kombinatorike
(strucni prijediplomski - zadaci
" oLvrecHmouM zacAseNsE studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

5. a) Na koliko se razli¢itih nacina izmedu 153 saborska zastupnika moze izabrati
Sesteroclano predsjednistvo Sabora (predsjednik i pet potpredsjednika)? Pritom

svih Sest ¢lanova predsjednistva tretiramo kao medusobno ravnopravne.

Rjesenje. Smatramo 1li sve clanove predsjednistva Sabora kao medusobno
ravnopravne, onda je trazeni broj jednak ukupnom broju svih razlicitih

Sesteroclanih podskupova 153-clanoga skupa. Taj je broj jednak

153

6 =16 133 132 940.
b) Rijesite a) podzadatak u slucaju da su svi ¢lanovi predsjednistva Sabora
rangirani prema vaznosti (npr. prema kriteriju tko ¢e voditi sjednicu Sabora).

Rjesenje: Sada predsjednistvo Sabora tretiramo kao uredenu Sestorku, pa je
trazeni broj jednak ukupnom broju 6—permutacija 153-clanoga skupa. Taj je broj
jednak

153-152-151-150-149-148 =11 615 855 716 800.

(Taj smo broj mogli dobiti i kao umnozak C(153,6)-6!. Zasto?)
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@ , Vjerojatnost i statistika 1. Osnove kombinatorike
(strucni prijediplomski - zadaci
. "“‘é:*:”'ﬁ"":m;"';"“ - Studlj elektrotehnike)
v . . (N . < k n
6. a) Izracunajte zbrojeve z 1 Z(—l) . .
k=0 k k=0 k

Rjesenje: U binomni teorem uvrstimo x=y=1 , pa dobijemo:

(1+1)" =i(2j.1"-k.1k,

k=0

S

Nadalje, u binomni teorem uvrstimo x=1, y=—1, pa dobijemo:

(1-1y = Z[Zjl (1),

k=0
U n
DDt ( Jzo.
k=0 k
b) Koristedi rezultat a) podzadatka odredite ukupan broj svih podskupova -
clanoga skupa ¢iji je kardinalitet neparan prirodan broj.

Rjesenje: Prema zadatku 4., trazeni je broj jednak

S aten) [ )

Oduzmemo li drugu jednakost dobivenu u a) podzadatku od prve jednakosti u
tom podzadatku, dobit ¢emo:

a odavde je odmah

)

Napomena: Buduéi da vrijedi jednakost

2)1—1 =l . 2)1 ,
2

to znac¢i da podskupova koji imaju neparan kardinalitet ima jednako mnogo kao i
podskupova koji imaju paran kardinalitet. Zbog toga se moze konstruirati bijekcija sa
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@ , Vjerojatnost i statistika 1. Osnove kombinatorike
(strucni prijediplomski - zadaci

. ’.'_\I;IP.C.:Hr:I;GUM.}A‘I’.‘i‘wH‘lP‘NéP StudiJ elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

skupa svih neparnih podskupova na skup svih parnih podskupova n-clanoga skupa S.
Ona je definirana pravilom:

A\{s}, ako s€ A,

A =
J& {Au{s},akosé A,

za neki element se S i svaki skup Ac S ¢iji je kardinalitet neparan broj. Za vjezbu
dokazite da je fbijekcija.
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