1. OSNOVE KOMBINATORIKE

e Kombinatorika — grana matematike koja se bavi
problemima prebrajanja konacnih skupova, odnosno
konacnim skupovima i strukturama opcenito

e Osnovna pitanja kombinatorike: Koliko ima
skupova/brojeva/objekata  koji..?, Na  koliko
medusobno razli¢itih nacina se moze...”

e Npr. Koliko tima troznamenkastih prirodnih brojeva
kojima je prva znamenka jednaka zbroju druge i
trece? Na koliko medusobno razlicitih nacina se
izmedu 153 saborska zastupnika moze izabrati
peteroclano predsjednistvo Sabora?
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1.1. OSNOVNA PRAVILA PREBROJAVANJA

Pravilo zbroja: Neka su neN proizvoljan, ali fiksiran,

te Sy, .., S, konacni medusobno disjunktni skupovi
(presjek bilo kojih dvaju od njih je prazan skup).

Tada je skup USi =5, US,U...uS konacan.
i=1

Za svaki T | JS, vrijedi: card(T)=>"card(T N S,)
i=1 i=1

Posebno, vrijedi: card[U Sl.] - anrd(Sl.)
i=1 i=1

Oprez: Ako polazni skupovi nisu disjunktni, navedena
formula nije istinita.
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1.1. OSNOVNA PRAVILA PREBROJAVANJA

 Pravilo umnoska: Neka su n € N proizvoljan,
ali fiksiran, te ), .., S, konacni skupovi. (Ti
skupovi ne moraju biti medusobno disjunktni.)

* Neka je T'c 5, X .. x 5, skup wredenih n-torki
takav da za svaki 1 = 1, .., n ¢ - tu komponentu

toga skupa mozemo izabrati medu elementima
skupa 5; na n, razlicitih nacina.

e Tada je )
card(7) = Hnl..
i=1
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1.2. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJANJA

Neka je S = {ay, ay, .., a,}.

Problem: Na koliko razlicitih nacina sve elemente skupa S
mozemo poredati u wreden niz (tako da znamo koji
element je prvi, koji drugi itd.)?

Svaki od nacina slaganja svih elemenata skupa S u ureden
niz nazivamo permutacija (bez ponavijanja) toga skupa.

Ekvivalentno, permutacija (bez ponavljanja) je bilo koja
bijekcija skupa S na samoga sebe.

Zadani problem zapravo trazi odredivanje ukupnoga broja
svih raglicitih permutacija bez ponavljanja skupa S (tj.
svih razlicitih bijekcija skupa S na samoga sebe.)

Rezultat: P, = n! = umnozak prvih n prirodnih brojeva.
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1.3. MULTISKUP. PERMUTACILJA MULTISKUPA
(PERMUTACLJA S PONAVLJANJEM).

Neka je S = {ay, a,, .., a,} bilo koji n-¢lani skup.
Pretpostavimo da smo od svih elemenata skupa S formirali strukturu A

tako da se u A element a, pojavljuje tocno m, puta, element a, pojavljuje
tocno m, puta, .., element a, pojavljuje tocno m, puta. Pritom je m, € N,

za svaki i € |n].
Strukturu A nazivamo (konacni) multiskup na skupu S. Broj m, nazivamo

kratnost elementa a; u multiskupu S. Broj elemenata (kardinalnost)
multiskupa A je nenegativan cijeli broj card(4d):=m:= ) m,

a,eS .
Permutacija multiskupa A je svaka uredena m-torka elemenata iz A. Za tu
permutaciju kazemo i da je permutacija s ponavljanjem skupa S.

Problem: Odrediti ukupan broj svih razli¢itih permutacija multiskupa A.

Rjesenje: m
!
m m! (mej
m, '

— Pml,...,mm _ : _ \i=l
T n T om T om
m
n
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1.4. K-PERMUTACIJA BEZ PONAVLJANJA
Neka su £, n € N takvi da je k£ < n.

Neka je S bilo koji n-¢lani skup.

Svaka uredena k-torka medusobno razli¢itih elemenata
skupa S ¢iji su elementi medusobno razli¢iti naziva se
k-permutacija  bez  ponavljanja  (ili, krace, k-
permutacija) skupa S.

Za k = n dobivamo ,,obi¢nu” permutaciju skupa S.

Problem: Odrediti ukupan broj svih razlicitih
k-permutacija skupa S.

Rezultat: p(n,k)=ﬁ(n—i)=n-(n—1)-----(n—k+1>
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1.5. R-PERMUTACIJA S PONAVLJANJEM

Neka su n, re N.
Neka je S bilo koji n-¢lani skup.

Pri nizanju elemenata skupa S u ureden niz mozemo
dozvoliti ponavljanje elemenata toga skupa.

Svaka uredena r—torka u kojoj se na svakoj poziciji
(komponenti) moze pojaviti svaki element skupa S
naziva se r-permutacija s ponavljanjem skupa S.

Problem: Odrediti ukupan broj svih razlic¢itih
r-permutacija s ponavljanjem skupa S.

Rezultat: ]_)(n,r) =n"
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1.6. K-KOMBINACIJA (BEZ PONAVLJANJA)

Neka su k£, n € N takvi da je £ < n.

Neka je S bilo koji n-¢lani skup.

Svaki k-clani podskup skupa S naziva se k-kombinacija
bez ponavljanja (ili krace: k-kombinacija) skupa S.
Problem: Odrediti ukupan broj svih razlic¢itih
k-kombinacija skupa S.

Rezultat:

C(n,k):[”];:”'(”_1)'---'(”—k+1): "
. k! k- (n—k)!
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1.7. BINOMNI KOEFICIJENT

n
Broj |, | naziva se binomni koeficijent i Cita se “en

povrh ka’”.
Taj je broj wwvijek ili prirodan broj ili 0 (ako je k > n).

Zadatak 1. Iz interpretacije binomnoga koeficijenta
lako slijede identiteti:[”}n, [”}:1 . Dokazite ih.

1 n

Zadatak 2. Iz definicije binomnoga koeficijenta lako

slijede identiteti ) ) )
o) (i)

Dokazite ih koristec¢i interpretaciju toga koeficijenta.
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1.8. R-KOMBINACIJA S PONAVLJANJEM

Neka su n, 7€ N.

Neka je S bilo koji n-¢lani skup.

r-kombinacija s ponavljanjem skupa S je bilo koji
r-Clani multiskup na S. (Za definiciju multiskupa
vidjeti tocku 1.3.)

Problem: Odrediti ukupan broj svih razlicitih
r~-kombinacija s ponavljanjem skupa 5.

Rezultat: _ [n—kr—l]

n —

v
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1.9. BINOMNI TEOREM.

* Moze se pokazati da vrijedi sljededi:

 Teorem 1. (binomni teorem) Za bilo koje
z, y € C i bilo koji n € N vrijedi jednakost:

(N
(x_l_y)n :Z .xn—k .yk

o\ k
* On se najcesce dokazuje algebarski matematickom

indukcijom, ali ga je mogute dokazati i
kombinatorno (za kombinatorni dokaz vidjeti npr.
D. Veljan: Kombinatorna i diskretna matematika,

Algoritam, Zagreb, 2001.).

mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 11



