1. OSNOVE KOMBINATORIKE

 Kombinatorika — grana matematike koja se bavi
problemima prebrajanja konacnih skupova, odnosno
konaCnim skupovima 1 strukturama opcenito

* Osnovha pitanja  kombinatorike:  Kolikko 1ma
skupova/brojeva/objekata  koji...?, Na  koliko
medusobno razli¢itih nacina se moze...?

* Npr. Koliko ima troznamenkastih prirodnih brojeva
kojima je prva znamenka jednaka zbroju druge 1 trece?
Na koliko medusobno razli¢itih nacina se izmedu 153
saborska zastupnika mozZe 1zabrati peteroClano
predsjedniStvo Sabora?
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1.1. OSNOVNA PRAVILA
PREBROJAVANJA

Pravilo zbroja: Neka su n proizvoljan, ali fiksiran
prirodan broj, te S, ..., S, konacni medusobno disjunktni
skupovi (presjek bilo kojih dvaju od njih je prazan skup).

Tada je skup USi =S, US,uU...uS konacan.
i=1

Zasvaki T < JS, vrijedi: card(T) =) card(T N S,)
i=1 i=1

Posebno, vrijedi: card (U Sij = anrd(Si)
i=l1 i=l1
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1.1. OSNOVNA PRAVILA
PREBROJAVANJA

* Pravilo mnoZenja: Neka su n proizvoljan, ali fiksiran
prirodan broj, te S, ..., S, konacni skupovi. (Ti
skupovi ne moraju biti medusobno disjunktni.)

* Nekaje T S, X ... XS, skup uredenih n-torki takav
dazasvakii=1, ..., ni-tu komponentu toga skupa
mozemo izabrati medu elementima skupa §; na n,
razlicitith naCina.

+ Tadaje card(T)=[]n,

i=l1
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1.2. PRIMJER 1.

» a) Iz Spi¢kovine u Bedekovéinu moZe se do¢i trima
razliCitim cestama, a 1z Bedekovc¢ine u Sracinec dvama
razlicitim cestama. Na koliko se razli¢itth na¢ina moze
doéi iz Spi¢kovine u Sradinec via Bedekovéina?

* b) U 100-Clanoj skupini studenata nalazi se 60
muskaraca. Za sastanak s procelnikom studija treba
odabrati dvocClano 1zaslanstvo u kojemu ce biti tocno
jedna zena. Na koliko je razli¢itih nacina to moguce
uciniti?

* ¢) Koliko 1ma troznamenkastih prirodnih brojeva
kojima je prva znamenka jednaka zbroju druge 1 trece?
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1.3. PERMUTACIJE BEZ
PONAVLIJANIJA

Problem: Na raspolaganju nam je n € N medusobno
razlicitth objekata. Na koliko razlicitih nacina te
objekte mozemo poredati u ureden niz (tako da znamo
koji objekt je prvi, koj1 drugi itd.)?

Svaki od nacina slaganja razliCitih objekata u ureden
niz nazivamo permutacija toga skupa objekata.

Zadani problem zapravo trazi odredivanje ukupnoga
broja permutacija skupa od n razliitih elemenata. Taj
broj oznaCavases P,.

Rezultat: P, = n! =1 - ... - n = umnozak prvih n

prirodnih brojeva.
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1.4. PERMUTACIJE S
PONAVLIJANJEM

* Problem: Za svakii =1, ..., m na raspolaganju
nam je m; € N medusobno razlicitih objekata
vrste V.. Na koliko razlicitih nacina te objekte
mozemo poredati u ureden niz (tako da znamo
koj1 objekt je prvi, koj1 drugi 1td.)?

* U ovom sluCaju ryeC je o permutaciji s
ponavljanjem jer su neki objekti medusobno
jednaka. n
J o (Zml}! '

* Rjesenje: prm iz /T
[TenD JTomY
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1.5. PRIMJER 2.

Odredite ukupan broj medusobno razliitih
permutacija rijeci:

a) RIJEKA;

b) MENADZMENT;

¢) OUAGADOUGOU;

d) POPOCATEPETL.
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1.6. K-PERMUTACIJA

Neka je § bilo koji n-Clan1 skup (n € N).
Svaka uredena k — torka elemenata 1z S Cij1 su

elementi medusobno razliCiti naziva se k-
permutacija n-clanoga skupa. (Pritom je oCito k €

N.)

Problem: QOdredit1i ukupan broj razlicitih k-
permutacija n-Clanoga skupa.

Rezultat: k—

P(n,k)=ﬁ(n—i)=n-(n—1)-...-(n—k-|—1)
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1.7. K-PERMUTACIJA S
PONAVLIJANJEM

Pr1 nizanju elemenata skupa S u ureden niz mozemo
dozvoliti ponavljanje elemenata skupa S.

Svaka uredena k — torka ne nuzno razlicitih elemenata
1z S naziva se k — permutacija s ponavljanjem n —
clanoga skupa.

Problem: Odrediti ukupan broj razlicith k£ -
permutacija s ponavljanjem n — Clanoga skupa.

Rezultat: F(n,k )=n"
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1.8. PRIMJER 3.

 a) U UEFA-inoj Ligi prvaka natjeCe se ukupno 32
nogometna kluba. Na koliko razliCitth nacina
strastven1  kladioniCar Zdravko M. moze
prognozirati koji ¢e klubovi zauzeti svako od prva
cetirt mjesta u konaCnom poretku (nakon zavrSetka
natjecanja)?

* b) Odredite ukupan broj svih medusobno razli¢itih
podskupova n-Clanoga skupa S. (U podskupove
ubrajamo 1 prazan skup 1 cijeli skup S.)
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1.9. K-KOMBINACIJA

Neka su n, k € N takvi da je kK <n 1 neka je S bilo koji
n — Clan1 skup.

Svaki k — ¢lan1 podskup (u kojemu nema medusobno
jednakih elemenata) skupa S naziva se k-kombinacija
n-clanoga skupa.

Problem: Odrediti ukupan broj svih k£ — kombinacija
n — Clanoga skupa.

Rezultat: v
< Cn.k) = [Zj n

Tk (k!
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1.10. BINOMNI KOEFICIJENT

n

Broj (k) naziva se binomni koeficijent 1 Cita se
“en povrh ka”.

Taj je broj uvijek 11 prirodan broj 1l1 O (ako je
k> n).

Iz interpretacije binomnoga koeficijenta lako
slijede identiteti: m Ul . Dokazite ih.

Iz definicije binomnonga koeficyjenta lako
slijede identiteti Z =1, Z = n”_ i . Pokusajte ih
dokazati  koristéCi = “interpretaciju = toga
koeficijenta.
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1.11. K-KOMBINACIJA S
PONAVLIJANJEM

Neka su n, k € N takvi da je kK <n 1 neka je S bilo koji
n — Clan1 skup.

Svaki k — Clami podskup (u kojemu moze biti 1
medusobno jednakih elemenata) skupa S naziva se
k-kombinacija s ponavljanjem n-Clanoga skupa.

Problem: Odrediti ukupan broj svih k — kombinacija s
ponavljanjem n — Clanoga skupa.
Rezultat:

—k (n+k—lj
C,=
k
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1.12. PRIMIJER 4.

a) Na koliko se razli€itih na¢ina u istom izvlacenju igre LOTO
7/39 mogu 1zvuci kombinacija od 7 brojeva 1 jedan dopunski
broj (vracanje 1izvucene kuglice u bubanj nije dozvoljeno)?

Rijesite zadatak 1 u sluCaju da je dozvoljeno vracanje izvucCene
kuglice u buban;.

b) Na koliko se razlicitih nacina izmedu 153 saborska
zastupnika moze izabrati SesteroClano predsjednistvo Sabora
(predsjednik 1 pet potpredsjednika)? Pritom svih Sest Clanova
predsjednisStva tretiramo kao medusobno ravnopravne.

Rijesite zadatak u sluCaju da su svi Clanovi predsjedniStva
Sabora rangirani prema vaznosti (npr. prema kriterijju tko ce
voditi sjednicu Sabora.)
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1.13. BINOMNI POUCAK

* Moze se pokazati da vrijedi shjedeci:
* Poucak 1. (binomni poucak) Za bilo koja dva

kompleksna broja x, y € C 1 bilo koj1 prirodan
brojn € N vrijedi:

(x+y)' = Z(Zj Xy

k=0
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1.14. PRIMJER 5.

* Neka je n € N proizvoljan, ali fiksiran prirodan broj.
Neka je § proizvoljan n-Clani skup.

* Oznacimo s P skup kojega tvore svi podskupovi
skupa § koj1 1maju paran broj elemenata, a s N skup
kojega tvore svi podskupovi skupa S koji 1maju
neparan broj elemenata. (Broj O tretiramo kao paran
cijeli broj.)

* Pokazite da je card(P) = card(N) 1 1zraCunajte jedan
od tih brojeva kao funkciju varijable n.
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