
2.1. REKURZIJE

POJAM REKURZIVNE RELACIJE
(REKURZIJE).

LINEARNE HOMOGENE REKURZIJE S
KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.

2.  REDOVI



2.1.1. POJAM REKURZIJE

� Rekurzivna relacija ili rekurzija je relacija (ili zatvorena
formula) koja n-ti član nekoga niza izražava pomoću nekoliko
prethodnih članova istoga niza.

� Rekurzije su vrlo pogodne za rad na računalima i za programiranje.

� Bilo koja rekurzija može imati beskonačno mnogo različitih rješenja.

� Radi dobivanja jedinstvenoga rješenja obično se zadaju početni

uvjeti.

� Ako je n-ti član niza izražen pomoću k prethodnih članova, onda se
zadaje ukupno k početnih uvjeta.

� Primjeri nekih rekurzija:

�
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2.1.2. METODA TELESKOPIRANJA

� Problem: Ako su zadani rekurzija i svi potrebni početni
uvjeti, odrediti zatvorenu formulu za opći član niza (tj.
izraziti opći član niza kao funkciju (samo) varijable n).

� Odgovor: U općem slučaju problem (još) nema rješenja.
Međutim, u nekim posebnim slučajevima moguće je odrediti
zatvorenu formulu za opći član niza.

� U nastavku razmatramo metode za rješavanje rekurzije u
takvim slučajevima.

� Jedna od često primjenjivanih metoda je metoda
teleskopiranja. Ta se metoda primjenjuje ako je svaki član
niza zadan samo pomoću neposredno prethodnoga člana.

� Osnovna ideja te metode je napisati svaki od prvih n članova
niza pomoću neposredno prethodnoga člana niza, zbrojiti ili
pomnožiti dobivene jednakosti, pa iz tako dobivene jednakosti
efektivno izvesti zatvorenu formulu za opći član niza. 3
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2.1.3. LINEARNA HOMOGENA REKURZIJA S 
KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

� Neka je (an)n∈N zadani niz realnih brojeva.

� Linearna homogena rekurzija s konstantnim
koeficijentima reda r je rekurzija oblika

� Rješavamo je tako da najprije napišemo i riješimo
pripadnu karakterističnu jednadžbu (po nepoznanici k):

� Rješavanjem te jednadžbe dobivamo rješenja k1,…, kr.
Pretpostavimo da su ona međusobno različita.

� Može se pokazati da je opće rješenje gornje rekurzije (tj.
skup svih nizova koji zadovoljavaju tu rekurziju) dano
formulom: 4
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2.1.4. NAPOMENE

� Ovaj način rješavanja rekurzija potpuno je analogan načinu
na koji ćemo rješavati homogene linearne obične diferencijalne
jednadžbe 2. reda s konstantnim koeficijentima.

� Nepoznate konstante C1, …, Cr odredimo koristeći početne
uvjete. Tako se dobije sustav od r linearnih jednadžbi s r

nepoznanica za koji se može pokazati da je Cramerov sustav,
pa ima jedinstveno rješenje.

� U teoriji običnih diferencijalnih jednadžbi ovaj problem
(obična diferencijalna jednadžba + početni uvjeti) naziva se
Cauchyjev problem. On također ima jedinstveno rješenje.

� Ako među dobivenim rješenjima karakteristične jednadžbe
ima međusobno jednakih (npr. k1 = k2), onda se u zapisu
općega rješenja uz član (k1)

n pojavljuje polinom (u varijabli
n) čije je za stupanj za jedan manji od kratnosti dotičnoga
rješenja. 5
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