VZ - Vjerojatnost i statistika | 2.2. Geometrijska
(preddiplomski stru¢ni vjerojatnost -

studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

1. Iz segmenta [-2, 6] na sluCajan nacin biramo to¢no jedan realan broj. Izracunajte

vjerojatnost da izabrani broj:

a) nije strogo negativan;
b) nije strogo veéi od 3;

¢) nije strogo manji od —1 i strogo veéi od 1.
2. Na slucajan nacin biramo tocno jedan broj iz intervala [0,2-7r>. [zracunajte

vjerojatnost da ¢e kosinus izabranoga broja biti strogo veci od

o5

3. Slucajno i nezavisno biramo dva broja iz segmenta [0, 3]. [zracunajte vjerojatnost

da je razlika prvoga i drugoga izabranoga broja strogo manja od 1.

4. Iz skupa S =(-1, 1]x[0, 4) na slucajan nacin biramo to¢no jednu tocku (X,y).

a) IzraCunajte vjerojatnost da za koordinate izabrane tocke vrijedi nejednakost

y> x> +2.

b) Bismo li dobili isti rezultat u svakom od sljedeéih slucajeva:

S :<—1,1>><<0,4>;
S=[-1 1)x(0, 4];
S =[—1, 1]><[0, 4];

y>x2+2.

Precizno obrazlozite svoje odgovore.
5. Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrana tocka kocke pripada kocki upisanoj:

a) sferi;
b) kugli.

6. Lidija i Bruno su se dogovorili da ¢e se sastati na Trgu bana Josipa Jelaci¢a (,ispod
konja“) izmedu 18 i 19 sati. Osoba koja dode prva ¢eka najvise 10 minuta, a potom
odlazi. Pretpostavimo da ¢e oboje doc¢i nezavisno jedno o drugom. Izracunajte
vjerojatnost da ¢e se njih dvoje sastati.
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Rezultati zadataka

1. Primijetimo da je Q=[-2, 6], pa je mjera skupa Q jednaka duljini segmenta [-2, 6]. Ta duljina
jednaka je 6—(-2) =8, pa je m(Q) = 8.

a) Skup svih povoljnih ishoda je A:[O, 6]. Njegova mjera jednaka je m(A)=6-0=6. Zbog toga

je trazena vjerojatnost jednaka:

pay="mA _6_3 475
mQ 8 4
b) Skup svih povoljnih ishoda je B =[—2, 3]. Njegova mjera jednaka je m(B)=3-(-2)=5. Zbog
toga je trazena vjerojatnost jednaka:
m(B) 5
mQ) 8

P(B)=-—22 =2 -0.625.

¢) Skup svih povoljnih ishoda je C :[—1, 1]. Njegova mjera jednaka je m(C) = 2. Zbog toga je

trazena vjerojatnost jednaka:

2. Skup svih mogucih ishoda je Q= [O,2-7r> . Njegova je mjera jednaka:

mQ)=2-r-0=2-7.

3
Odredimo skup svih povoljnih ishoda A. Skup svih rjeSenja nejednadzbe COSX>7 na intervalu

[0,2.7r> je A:[O'%ju[l_el 7,2- 7;} Njegova je mjera jednaka:

m(A) :(Z_oj+(2,,[_l_1,”):£+f:E.,[:Z_
6 6 6 6 6 3

Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka:

z
pzwzizizollel
mQ) 2z 6

3. Neka su z i y redom prvi, odnosno drugi izabrani broj. Buduéi da je poredak brojeva bitan, njih
shva¢amo kao uredeni par (X,y). Svaki od tih brojeva pripada skupu [0, 3], pa (X,Y) pripada

skupu [0,3]x[0,3]=[0, 3]". Dakle, skup svih mogucih ishoda je Q=[0, 3]".

Razlika prvoga i drugoga broja treba biti strogo manja od 1. To znaci da je X—y<1. Dakle, skup
svih povoljnih dogadaja je A= {(X, y) €[0, 3]2 IX—y <1}.
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Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka:

_m(A) m(A) _m(A) _ m(A)
“m@) (3-0)-3-00 F 9 °

Preostaje odrediti m(A), odnosno povrsinu skupa A. Prikazimo taj skup u pravokutnom

koordinatnom sustavu u ravnini. Primijetimo da je skup svih tocaka u ravnini ¢ije koordinate
zadovoljavaju jednakost X—y =1 zapravo pravac y=X—1. Dobivamo sliku 1.
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Slika 1.

S

Ocito je

m(A)=3.3—%=9—2=7,

7 .
pa je trazena vjerojatnost jednaka p = 3 =0.7.

4. Ogznacimo A:= {y >x*+2:xe (—1, 1], ye [0,4)}. Vidjeti sliku 2.

Slika 2.

1z navedene slike odmah slijedi

) 2.4—£(x +2)-dx

P(A) mQ) 2.4

=—~0.41667.
12
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Pravei x=-1, x=1,y=0,y=4 i krivulja y=x*+2 su skupovi povrsine nula. Zbog toga bismo

navedeni rezultat dobili i u svakom od podslucajeva navedenih u ostatku zadatka.

5. U ovom zadatku je Q zadana kocka. Neka je a>0 duljina osnovnoga brida kocke. Tada je volumen
kocke jednak V =a® kub. jed. Zbog toga je

mQ)=a’.

a) Sfera (kuglina povrSina) je ravninska ploha. Prema razmatranju iz tocke 2.2.4., njezin je
volumen jednak 0. Oznac¢imo li A = {odabrana toc¢ka pripada sferi upisanoj u kocku},
zakljuéujemo da je m(A) = 0. Zbog toga je traZena vjerojatnost jednaka 0.

b) Polumjer bilo kojoj kocki upisane kugle jednak je polovici njezina osnovnoga brida. Dakle,

a 4 a
r= rE pa je volumen kocki upisane kugle jednak V = 3 rPr=—rnr.
Ozna¢imo li B := {odabrana to¢ka pripada kocki upisanoj kugli}, zakljuujemo da je

3
m(B) = E'ﬂ' . Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka

LG

P(A) = Z ~0.5236.
mQ) 6

6. Neka su | i b redom vrijeme Lidijina, odnosno Brunina dolaska na trg. Vremenu dolaska svake

osobe bijektivno pridruzimo neki realan broj iz segmenta [0,60] . Naime, prema podacima iz zadatka,
vrijeme dolaska svake osobe je oblika: 18 sati z minuta, pri ¢emu je xe[0,60]. Zbog toga bez

smanjenja opéenitosti za skup elementarnih dogadaja mozemo uzeti:

Q={(l,b):1,b[0,60]} .

Pokazimo najprije da je dogadaj B, ={Bruno i Lidija su istovremeno stigli na trg} nemogu¢. U tu svrhu
uo¢imo da vrijedi jednakost B ={(l,b)eQ:b=I} (u smislu jednakosti skupova). Krivulja K..b=1 je
pravac (simetrala I. i III. kvadranta). Povrsina toga pravca jednaka nuli. Skup B, je dio krivulje K
unutar skupa Q, pa je i njegova povrsina jednaka nuli. Zbog toga je ps =0. To znaci da je dogadaj

B, nemogu¢, sto smo i Zeljeli pokazati.

Buduéi da je dogadaj istovremenoga dolaska obiju osoba nemogué, zaklju¢ujemo da tocno jedna
osoba mora prva do¢i na trg. Pretpostavimo najprije da ¢e prva dodi Lidija. To znaé¢i da vrijedi
nejednakost b>1. Prema podacima iz zadatka, u ovom ¢ée se slucaju Lidija i Bruno sastati ako

vrijedi nejednakost b<1+10.

Pretpostavimo sada da ¢e prvi doéi Bruno. To znaéi da vrijedi nejednakost 1>b. U ovom ¢e se
slucaju Lidija i Bruno sastati ako vrijedi nejednakost 1<b+10, odnosno (ekvivalentna) nejednakost
b>1-20.

Dakle, Lidija i Bruno ¢e se sastati ako i samo ako vrijedi ili nejednakost b<1+10 ili nejednakost
b>1-10. Te dvije nejednakosti mozemo objediniti u nejednakost 1-10<b<1+10.
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Ozna¢imo skup svih povoljnih dogadaja s A, pa je:
A={(l,b)eQ:1-10<b<1+10} .

Skicirajmo skupove Q i A u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo sliku 3.
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Slika 3.
Izracunajmo povrsine skiciranih skupova. Povrsina skupa Q jednaka je:
P(Q) =602 =3600 kv. jed.
Povrsina skupa A jednaka je:

P(A) =60 -2

) 50250 =60% —50° =3600-2500=1100 kv. jed.

Dakle, trazena vijerojatnost je jednaka:

0 = P(A) 1100 11
A P(Q) 3600 36

Primijetimo da je p <% , Sto znadi da je vjerojatnost da se Lidija i Bruno nece sastati strogo veca od

vjerojatnosti sastanka.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 5



