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Zadatak 1. Napisite (ako postoji) zatvorenu formulu za opéi clan niza (S,),

djelomicnih zbrojeva niza (a,),.y ako je:

a)a, =n;
b) a, =l;
n

¢)a,=x", zax>0,
1

> .
n+n

d)a,=
Rjesenje: a) Trazenu formulu odredit ¢emo metodom teleskopiranja. Prema definiciji
niza S,, vrijedi:

S, =a =1,
S,=8+a,=5+2,
S,=8,+a,=85,+3,

S,=S,,+a,=S,, +n.

Odatle zbrajanjem zasebno lijevih i zasebno desnih strana, te ponistavanjem istih

¢lanova na razli¢itim stranama, dobivamo:

S, =1+2+3+...+n=w.

(Posljednja formula je posljedica ¢injenice da je niz 1, 2, 3, ..., n konacan aritmeticki niz
kojemu je prvi c¢lan jednak 1, a posljednji ¢lan i ukupan broj svih clanova jednaki n.
Zbroj tih clanova racunamo tako da ukupan broj ¢lanova (nm) podijelimo s 2, pa
dobivenih koliénik pomnozimo sa zbrojem prvoga i posljednjega clana (1 + n).)

b) Analogno kao u a) podzadatku dobivamo:
S, =a =1,

1
S2:S1+a2:S1+5

1
S3:S2+a3=S2+§,

S, =S, _,+a, =S

n n-1 n n-1

Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo:
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Sn=1+l+l+...+l.
2 3 n

Moze se pokazati da ne postoji zatvorena formula za n-ti clan ovoga niza.
c¢) Potpuno analogno kao u prethodnim podzadacima dobivamo:
S =x+x"+x +..+x".

Ovdje je rije¢ o zbroju prvih n ¢lanova konacnoga geometrijskoga niza kojemu su prvi
¢lan i koli¢nik (¢) jednaki z. Zbroj tih clanova je:

n+l

x'=1 X" -x

"—-1
Z:Sl-q =X =
qg-1 x—1 x—1

d) Rastavimo na parcijalne razlomke opéi ¢lan niza a,. Primijetimo najprije da vrijedi
identitet:

n*+n=n-(n+1.

Zbog toga trazimo A,Be€ R takve da vrijedi rastav:

1 A B
—— =t
n+n n n+l

Odatle mnoZenjem sa n*+n dobivamo:
I=A-(n+1)+B-n.

Uvrstavanjem n=-1 dobijemo B=-1, a uvrstavanjem n=0 dobijemo A=1. To
smijemo napraviti jer gornja jednakost — kao jednakost polinoma — mora vrijediti za
svaki ne R (iako se u zadatku pretpostavlja da je ne N). Tako smo dobili:

111

n+n n n+l

Ponovno primijenimo metodu teleskopiranja. Dobivamo:

1 1 1
Slzalz———: -,
1 1+1 2
1 1 11
S =S +a,=8S+————=8 +———,
S I TS R B
1 1 11
S.=S +a,=8,+8 +————=8 +———,
o T 3 34 P 3 4
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Sn=Sn_1+an=Sn_l+l— ! .
n n+l

Zbrajanjem tih jednakosti, osim clanova S§,,S,,S;,....S,,, poniste se i svi clanovi

l,l,..., l Tako preostaje:
23 n

I  (m+Dh-1_ n

S =1- = .
n+1 n+l n+1

n

Napomena 1. Niz a, iz b) podzadatka nazivamo harmonijski niz. Red zl
n

nazivamo harmonijski red. Njega treba dobro zapamtiti jer ¢emo ga cesto koristiti u
rjeSavanju zadataka.

Napomena 2. Izvedimo formulu za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickoga niza koristenu
u rjesenju a) podzadatka. Pretpostavimo da je aritmeticki niz zadan svojim prvim
¢lanom ¢, irazlikom d . Tada je op¢i ¢lan toga niza dan formulom:

a,=a,+(n-1)-d, Vne N.

Za svaki k=1,2,...,n odredimo zbroj a, +a Koristec¢i gornju formulu dobivamo:

n—k+1°

a,+a, .., =(a,+k=1)-d)+(a,+((n—k+D)=1)-d)=(a,+(k=1)-d)+(a,+(n—k)-d) =

=a+k-d-d+a+n-d-k-d=a,+(a,+(n-1)-d)=a,+a,.

To posebno znac¢i da su zbrojevi a,+a,,, =a,+aq, =a,+a,, itd.

n—12

n—2+1 a3 + a1173+l

medusobno jednaki i jednaki g, +a,. Tako sada napisemo:

S=a,+a,+..+a,

S=a,+ta, +..+a,

n-1

pa zbrojimo zasebno lijeve i zasebno desne strane ovih jednakosti koriste¢i pravila

komutativnosti i asocijativnosti za zbrajanje realnih brojeva:

2-S=(a,+a,)+(a,+a, )+..+(a,+a)= (prema dokazanoj jednakosti) =n-(a, +a,).
Odatle izravno slijedi:

n
S =§-(al+an),

sto smo i zeljeli dokazati.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 3



@ . Matematika 2 2.2. Numericki redovi.

(preddiplomski strucni | Kriteriji konvergencije redova.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Hlektrotehniéki odjel studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

Napomena 3. Izvedimo formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskoga niza kojemu
je prvi ¢lan g, a koli¢nik ¢. Op¢i ¢lan toga geometrijskoga niza je:

gn :gl ,q”_l, vne N-
Neka je
S, =8+ 8+ 8+t =88 48 T+t 8"

Ako je ¢=0, onda su svi ¢lanovi niza g, jednaki nuli, pa je i njihov zbroj jednak 0.
Ako je g=1, onda imamo konstantan niz g,g,,...,&, ¢iji je zbroj n-g,.

Ako je g {0,1}, onda pomnozimo gornju jednakost s ¢g. Dobivamo:

n

q-S,=89+8 ¢ +8 ¢ +.+8-q"

Od te jednakosti oduzmimo jednakost S =g, +g,q+g ¢ +..+g-q"" tako da

zasebno oduzmemo lijeve, a zasebno desne strane. Pri oduzimanju se poniste svi ¢lanovi

na desnoj strani osim g, i g,-¢". Dobivamo:
q-S,~q=8 -4 -g=@-D-S,=g-(q"-1).

Odatle lagano slijedi:

Zadatak 2. Za svaki niz (S,),.y iz rjesenja zadatka 1. odredite postoji li lim§S, ,

odnosno je li pripadni red konvergentan.

RjeSenje: a) Ocito je limS, =lim

n-(n+1)_{+oo-+oo
2

}:+oo. Dakle, dobiveni red je
divergentan (i divergira u +eo).

b) Ne znamo zatvorenu formulu za opéi ¢lan niza S, pa ne mozemo postupiti

analogno kao u a) podzadatku. Medutim, mozemo se posluziti sljede¢om dosjetkom.
Pretpostavimo da je harmonijski red konvergentan i neka je njegov zbroj jednak S.
Tada na zbrajanje clanova reda mozemo primijeniti uobicajena svojstva komutativnosti
i asocijativnosti. (Za divergentne redove ta svojstva opcenito ne vrijede.) Takoder,
primijetimo da za svakine N vrijedi nejednakost:

1 1

—_> .
n n+l
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koja izravno slijedi dijeljenjem obje strane ocite nejednakosti
n+l>n

sa strogo pozitivnim brojem n-(n+1). Koristeé¢i tu nejednakost dobivamo:

1 1.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S=l+—+—+—F+=—+—t+=+—t+..=|1l+= [+ =+ [+ =t || =+ |[+..>

2 3 45 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1
Sl=+—=|+|=+= |+ =+=|+| =+= |t..=l+=F+=—+—+..=,
R R M R

sto je proturjecje. Pretpostavka je bila pogresna, tj. harmonijski red divergira.

c) U ovom podzadatku treba se prisjetiti osnovnoga svojstva eksponencijalne funkcije:

i) -|

+oo, ako je |g| > 1
0, ako je 0<|g|<1.

n

n

N j postoji ako i samo ako je 0<|q|<1. U tom je slucaju

Zbog toga lim S, =lim[gl 4

ta granic¢na vrijednost jednaka:

Dakle, zadani red konvergira ako i samo ako je 0<|q|<1 i u tom je slucaju njegov

zbroj jednak S = &

l-gq

d) U ovom podzadatku odmah imamo:

limS, =lim| 1- =1-0=1.
|
—

—>too

Dakle, zadani red je konvergentan i zbroj mu je jednak 1.

Napomena 4. Rezultate podzadataka 2. b) i ¢) treba dobro zapamtiti jer é¢emo ih
cesto koristiti u zadacima. Dakle, harmonijski red je divergentan, a geometrijski
red je konvergentan ako i samo ako je apsolutna vrijednost njegova
koli¢cnika strogo manja od 1.
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Napomena 5. Cesto se pogresno tvrdi da divergencija nekoga reda realnih brojeva
povlaci da je grani¢na vrijednost pripadnoga niza djelomi¢nih zbrojeva +eo. Naime, red
moze biti divergentan, a da pritom ne divergira u +oo. Takav je npr. red Z(—l)" ¢iji je

niz djelomi¢nih zbrojeva (S, )neN definiran pravilom

S 1, za neparne n,
0, inace.

lim(S,) ne postoji jer niz S, ima toéno dva razli¢ita gomilista: 0 i 1. Medutim, ocito

ne vrijedi lim(S,)=+oo.
Zadatak 3. Odredite sve xe R za koje je zbroj reda:

a) Z(sin x)" jednak 1;

n=l1

b) D (=)™ (cosx)" jednak 1.

n=l1

RjeSenje: a) Zadani red je geometrijski red kojemu je g, =¢g=sinx. Zbroj toga reda

sin x

jednak je § = . Taj zbroj mora biti jednak 1, Sto znaci da su brojnik i nazivnik

I—sinx
realni brojevi razliciti od nule i da ne moramo provjeravati vrijedi li nejednakost
0< |sin x| <1. Tako iz jednadzbe
sin x

=
1—sinx

. . . . . c 1 e
mnozenjem s l—sinx i sredivanjem izraza slijedi s1nx=§. Skup svih rjesenja te

jednadzbe je S:{%+2-k-7[:ke Z}u{%ﬂ'+2-k-ﬂ':ke Z}.

b) U ovom slucaju imamo geometrijski red kojemu su g, =cosx, g =—cosx. Njegov je

zbroj jednak § =B Taj zbroj mora biti jednak —1, Sto znac¢i da su brojnik i
I+cosx

nazivnik realni brojevi razli¢iti od nule i da ne moramo provjeravati vrijedi li

nejednakost 0< |Cos x| <1. Tako iz jednadzbe

cosx |
1+cosx
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. . o . o 1 0
mnozenjem s l+cosx i sredivanjem izraza slijedi Cosx=—§. Skup svih rjesenja te

jednadzbe je S :{§+2-k-7£:ke Z}u{%-z+2-k-7c:ke Z}

Zadatak 4. Dokazite nuzan uvjet konvergencije reda: Ako red Zan konvergira, onda

je lim(a,)=0.

Rjesenje: Pretpostavimo da red Zan konvergira. To znac¢i da njegov niz djelomic¢nih
zbrojeva (S, )neN konvergira i da je njegova grani¢na vrijednost jednaka ,konkretnom*
broju Se R. Promotrimo rekurziju kojom je definiran niz (S,)

neN *

S, =S,,+ta,, VneN, n=22.

Odavde je

~Napadnemo* s limesom obje strane ove jednakosti. Znamo da je lim(S,)=S. No, onda
je i lim(S,,)=S jer je rije¢ o istom nizu. Dakle, postoje obje grani¢ne vrijednosti na
desnoj strani gornje jednakosti, pa smijemo primijeniti osnovno svojstvo grani¢nih

vrijednosti lim(b, —c,)=1lim(b,)—lim(c,). Tako odmah slijedi:

lim(a,)=1im(S, S, ,)=lim(S,)-lm(S, ,)=S-5=0,

sto smo i tvrdili.
Napomena 6. Nuzan uvjet konvergencije reda korisnije je zapamtiti u obliku:

Ako je lim(a,)=L#0, onda red divergira.

Dakle, divergencija reda moze se utvrditi (samo) odredivanjem granicne vrijednosti

polaznoga niza (ako je to mogude).

Ako je lim(a,)=0, ne znamo niSta ni o konvergenciji, ni o divergenciji reda. Npr.

pokazali smo da je harmonijski red Z— divergentan. Kasnije ¢emo pokazati da red
n

1 1
z% konvergira. No, ocito je lillln(—j =1im(—2j =0.

n n n
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+1)?
Zadatak 5. Ispitajte konvergenciju reda z(zn—) Sve svoje tvrdnje precizno

n“+n+l
obrazlozite.
. ) (n+1)* ) )
RjeSenje: Oznac¢imo a, =————. Odredimo lim(a,). Imamo redom:
n“+n+l n
1+2 1+ !
g +2-n+1 ot | 140+
lim (a,) = lim| - |2 pi [ 22y n_n’ | _1+40+0_
n n\n®+n+1 nn"4+n+l R S 1+0+0
n n’

pa primjenom ekvivalentne formulacije nuznoga uvjeta konvergencije reda iz Napomene

6. zakljucujemo da zadani red divergira.

Zadatak 6. Primjenom Cauchyjeva kriterija dokazite konvergenciju sljede¢ih redova:

3

2-n+1

g Z(—D"(;:J ;

2020

n
9 22007

Rjesenje: Za svaki od zadanih redova najprije ¢emo provijeriti jesu li gotovo svi
njegovi Clanovi strogo pozitivni (tj. sadrzi li polazni niz konacno mmnogo strogo

negativnih ¢lanova). To ¢emo uciniti kako bismo izbjegli ra¢unanje s apsolutnom

vrijednos¢u pod korijenom. Potom ¢emo odrediti r:= lim(" an|). Ako je r<1, polazni

red konvergira. Ako je r>1, polazni red divergira. Ako je r=1, ne mozemo donijeti
odluku o konvergenciji, pa moramo primijeniti neki drugi kriterij.

a) Za svaki ne N ocito vrijede nejednakosti n>0 i 2-n+1>0. Dakle, ne moramo
racunati s apsolutnom vrijednoséu. Zbog toga imamo:

) n S n ) 1 1
r=lim =lim =lim| —— |= =—,
n \\2-n+1 n\2-n+l n 2+1 2+0 2

Dakle, zadani red je konvergentan, sto je i trebalo dokazati.
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b) Za svaki ne N ocito vrijede nejednakosti n+1>0 i 2-n—1>0. Medutim, svaki
neparni ¢lan reda je strogo negativan jer je (—1)" =—1 ako i samo ako je n neparan

cijeli broj. Zbog toga formalno moramo primijeniti apsolutnu vrijednost kako bismo
yheutralizirali“ negativne predznake neparnih ¢lanova reda. Imamo redom:

r=1im;J

(_1),1.( n+l1 j —lim,[|(=1)" ( n+l1 j =1imn( n+1 j =1im( n+l1 j:
2-n—1 n A — \2-n—-1 n 2-n—1 n\2-n—1
=1
1
| | 1%0 L
1] 2-0 2
n

Dakle, zadani red je konvergentan, sto je i trebalo dokazati.

c) U ovom ¢emo zadatku iskoristiti jednakost lim(ﬁ/; )=1. Primijetimo da za svaki

2020

ne N vrijede nejednakosti n”~ >0 i 2020" >1. Zbog toga ne trebamo primijeniti

apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:

n 2020 n / n 2020 ( Q/; )2020 12020 1
n =lim =lim =

2020" /2020’ 2020 | 2020 2020°

r=1lim

n

Dakle, zadani red je konvergentan, sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 7. Primjenom D'Alembertova kriterija ispitajte konvergenciju sljede¢ih
redova:

(n!)’
b) 2(2%)!’

c) Z%

Rjesenje: Uocimo da se u svim trima podzadacima radi o redovima ¢iji su svi ¢lanovi
strogo pozitivni racionalni brojevi. Naime, svaki od triju brojnika, odnosno nazivnika je

strogo vedi od nule. Zbog toga pri ispitivanju konvergencije ne moramo Kkoristiti
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a

n

apsolutne vrijednosti. U svakom ¢emo zadatku izracunati r:= lim(hj, te primijeniti

zakljuc¢ivanje potpuno analogno onome kod primjene Cauchyjeva kriterija.

. +2 ) +1)+2 +3
a) U ovom zadatku je a, :nz—n. Zbog toga je an+1:(n 2’121 :nz,m . Tako sada
imamo:
n+3 n+3 L-IS 1+§
1+l n
r=tim| %t | =k 2 | =fm| 22 | =fim| —2 |=fim| 2 |=fim| 1 |0 1
n an n ]’l,+2 n I’l,+2 n I’l,+2 n 2(n+2) n 2 1+g 2(1+0) 2
2)1 2)1 1 n

Dakle, zadani red je konvergentan.

(n)’ _((m+DD)* (4D’
(2-n)! Q2-(n+1))! 2-n+2)!
Iskoristimo identitet (2-n+2)!=(2-n+2)-(2-n+1)-(2-n)!, pa dobijemo:

b) U ovom zadatku je a,= Zbog toga je a,,,

(n+D)
r=mn[%J=1jm @n+2)! =h_m[((n+1)2!)2_ 2-n)! szn([(nﬂ)!j. 2-n)! J:
“\a ) n| @) )Y @ar2!) o\l ) @ar2)
Q2-n)!

=1jm([(”+1)'”!j . @n) leim((nﬂ)z. ! Jz
U ) @nrd-@nt-@nyt) 2-n+2)-Q2-n+)

1424 L
[n2+2~n+1 J_ﬁm a2 | 142:040 1

lim

2 - —_ .
4-n*+6-n+2 4+6~1+2~i2 4+6:0+2:0 4
n n
Dakle, zadani red je konvergentan.
] nn ] (n+1)n+l )
c) U ovom zadatku je a, =—. Zbog toga je a,,, =————. Tako redom imamo:
n! (n+1)!
(n+1)n+l
| n+l | n |
= lim [ —lim M — lim (n+1) __n! —lim (n+1) (n+1). n! _
n\ a, " n" " n" (n+1)! " n" (n+1)!
n!

—fim| DT Doty [”—Hj LD [1+lj = =e.
E n" (n+1)! " n (n+1)! E n
Bududi da je e>1, zadani red divergira.
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Zadatak 8. Primjenom Raabeova kriterija dokazite konvergenciju sljede¢ih redova:

a) z;

n+2-n

1
b)z(3.n—2).(3~n+1)'

Rjesenje: Najprije uo¢imo da su brojnici i nazivnici obaju razlomaka strogo pozitivni.

Zbog toga pri rjeSavanju ne moramo primijeniti apsolutne vrijednosti. Izra¢unat ¢emo

n a

n

ri= lim(n-{l—hn. Ako je r>1, zadani red konvergira. Ako je r<1, zadani red

divergira. Ako je r=1, ne mozemo donijeti odluku o konvergenciji, pa moramo
primijeniti neki drugi kriterij.

a) Tocan zbroj ovoga reda mozemo odrediti analogno kao u zadacima 1. d) i 2. d).
Medutim, zadatak ne trazi izracunavanje zbroja reda, nego samo dokazivanje

1
konvergencije. U ovom je sluéaju a =———. Zbog toga je a ., = =
senel ) W =y g 2008 OB e e T 0 (D)
=— ! =— ! . Tako redom imamo:
n+2-n+1+2-n+2 n " +4-n+3
2 1 L) n2+4-n+3—(n2+2-n)
re=lim| .| 1-2E4401E3 i) | 1222 Jim| - . =
n 1 n n +4-n+3 n n +4-n+3
n+2n
243 !
. 243 T2 2473.
=l "( S Z+3 3D=nm(22"4+3 gj:hm T 403 (; 0o
n n+4-n+ n \n*+4-n+ n +4-0+3-
1+4-—+3-—

n o n
. . . . 3
Dakle, zadani red je konvergentan. Pokusajte dokazati da je njegov zbroj jednak 7

1
(3-n-2)-3-n+D)’

b) U ovome je zadatku a, = Zbog toga je:

1 1
o = G- (n+1)=2)-B-n+D+1) GB-n+l)-G-n+4)

Tako redom imamo:
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@ . Matematika 2 2.2. Numericki redovi.

(preddiplomski strucni | Kriteriji konvergencije redova.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odje studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci
1
voctiml el 1 GBn+)-3-n+4) i n-(1—3'"_2j i n_(3-n+4—(3-n—2)j _
n 1 n 3-n+4 n 3-n+4

(3-n-2)-(3-n+1)

=lim[n-( 6 Dzlim( 6-n j:nm 6 - |= 6 _,
" 3-n+4 n \3-n+4 "1 3440 3+4-0

n

1
Dakle, zadani red je konvergentan. Pokusajte dokazati da je njegov zbroj jednak 3

(Uputa: Primijenite postupak iz zadataka 1. d) i 2. d).)

Zadatak 9. Primjenom Leibnizova kriterija dokazite konvergenciju sljede¢ih redova:

_1 n
a) Z—( n) :

(_1)n+l
b) 2. In(n+5)

Rjesenje: Najprije uoc¢imo da su realne funkcije f(x)=x i g(x)=In(x+5) strogo

rastuée na svojim prirodnim domenama (o kojim se skupovima radi?). Zbog toga su

1
realne funkcije f,(x) =l i g,(x)=————— strogo padajuce na skupu N jer je taj skup
X In(x+5)

podskup prirodnih domena tih dviju funkcija (koje su to prirodne domene?).

a) Clanovi zadanoga reda pravilno alterniraju: svaki neparni ¢lan je negativan, a svaki
parni ¢lan je pozitivan. Dakle, mozemo primijeniti Leibnizov kriterij. Zakljuc¢ili smo da

1 ., . . . L
je funkcija f,(x) =— strogo padajuca na skupu N, sto je ekvivalentno tvrdnji da je niz
X
1 . .. . . (1 . .
— strogo padajué¢i. Ocito je lim|—|=0, pa su ispunjene sve pretpostavke
n n\ n
konvergencije reda prema Leibnizovu kriteriju. Odatle slijedi tvrdnja. Moze se pokazati

da je zbroj zadanoga reda jednak In 2.
b) Clanovi zadanoga reda pravilno alterniraju: svaki neparni ¢lan je pozitivan, a svaki
parni ¢lan je negativan. Dakle, moZzemo primijeniti Leibnizov kriterij. Zakljucili smo da

1 .
je funkcija f(x) :ﬂ strogo padajuca na skupu N, sto je ekvivalentno tvrdnji da
n(x+

1
je niz —— strogo padajuci. Ocito je lim[

1 . .
={— =0}, pa su ispunjene sve
In(n+5) n j { } P P

In(n+5)) |+
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@ . Matematika 2 2.2. Numericki redovi.

(preddiplomski strucni | Kriteriji konvergencije redova.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Hlektrotehniéki odjel studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

pretpostavke konvergencije reda prema Leibnizovu kriteriju. Dakle, zadani red je
konvergentan. Njegov je zbroj nemoguce analiticki izracunati.

Zadatak 10. Neka je peR proizvoljan, ali fiksiran. Ispitajte konvergenciju

1 . .
Dirichletova (ili hiperharmonijskoga) reda Z—p u zavisnosti o pe R.
n

1
Rjesenje: Ako je p<0, onda je lim(—p

j = lim(n_” ) =4co. Primjenom nuznoga uvjeta
n n

konvergencije reda zakljucujemo da u ovom slucaju red divergira.

1 . . .
Ako je p=0, onda je funkcija f (x)=—- strogo pozitivna, neprekidna i monotono
X

padaju¢a na intervalu [1,+00>. Zbog toga mozemo primijeniti Cauchyjev integralni

kriterij. Sto kaze taj kriterij? Konvergenciju zadanoga reda usporedujemo s

+oo

konvergencijom nepravoga integrala j —-dx. Podintegralna funkcija jednaka je

X

opéemu ¢lanu reda do na oznaku nezavisne varijable (tj. podintegralna funkcija i opéi
clan reda razlikuju se jedino u oznaci nezavisne varijable: podintegralna funkcija je u
varijabli z, a opéi ¢lan reda u varijabli n). Ispitamo konvergenciju napisanoga
nepravoga integrala, pa zaklju¢imo: ako taj integral konvergira, onda i zadani red
konvergira. Ako taj integral divergira, onda i zadani red divergira.

+oo

Dakle, odredimo nepravi integral j —-dx. Imamo redom:
X

1
oo b -\ I-p I-p I=p _
I = %p=1im[j%,,j=lim(x j =lim[b _1 jzlim(b 1}.
X b—>+oo 1 X b—>+oo 1_p | b—>+oo 1_p 1_p b—>+oo 1_p

Ova grani¢na vrijednost postoji ako i samo ako postoji blim (bl_") i ako je 1-p#0.

Grani¢na vrijednost eksponencijalne funkcije (kad baza tezi u beskonacnost) postoji i
jednaka je nuli ako i samo ako je eksponent te funkcije strogo manji od 0. Odatle slijedi
1-p <0, odnosno p<1. Tada su blim (bl_”) =01 1-p#0, pa slijedi:

—>too

l—p_ _
I =lim b ! =O 1= 1 .
I-p p-1

Dakle, nepravi integral konvergira ako i samo ako je p>1, a divergira ako i samo ako
je p<1. To znaci da isto svojstvo ima i zadani red. Zaklju¢imo: zadani red konvergira

ako i samo ako je p>1, a divergira ako i samo ako je p<1.
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@ . Matematika 2 2.2. Numericki redovi.

(preddiplomski strucni | Kriteriji konvergencije redova.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Hlektrotehniéki odjel studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

Napomena 7. Naziv hiperharmonijski red potjece od cinjenice da je zadani red

1 . .
svojevrsno poopcenje harmonijskoga reda Z—. Taj red dobivamo za p=1. Tako se
n

divergencija harmonijskoga reda moze dokazati i koriste¢i Cauchyjev integralni kriterij.

Zadatak 11. Koriste¢i pogodni kriterij usporedbe ispitajte konvergenciju sljedeé¢ih

redova:

b) Z (—1)’;-2sinn;

Rjesenje: a) Primijetimo da za svaki ne N vrijedi nejednakost —l<cosn<].
Podijelimo li ovu nejednakost sa strogo pozitivnim brojem 2", znakovi nejednakosti

nece se promijeniti. Tako ¢emo dobiti:

1 cosn 1 1 cosn 1
-1)-—< <—=(C1)-) =< <) —.
D 2" 2" 2" D ZZ" Z 2" 2"

1
. 2
Red 22—1’1 je geometrijski red u kojemu je g, zqza. Njegov je zbroj jednak Z:%:l.

1—
2

cosn
2]1
broj iz intervala <—1, 1>. Dakle, zadani red konvergira.

Tako zaklju¢ujemo da je (-1)-1< Z <1, tj. da je zbroj zadanoga reda neki realan

b) Analogno kao i u prethodnom podzadatku, primijetimo da za svaki ne N vrijedi
nejednakost —1<sinn<1. Vrijednost izraza (—1)" je jednaka ili —1 ili 1. (Kad nastupa
koji slucaj?) Ako broj iz intervala <—1,l> pomnozimo s —1 ili 1, dobit ¢emo opet neki
broj iz toga intervala. Zbog toga je —1<(=1)"-sinn <1. Podijelimo li ovu nejednakost sa
strogo pozitivnim brojem n*, znakovi nejednakosti neée se promijeniti. Tako dobijemo:

(_1).i<(_1);ﬂ<%3(_1).2n_12<2(_1);¢<ZL'

2 2 2
n n

Red Ziz je Dirichletov red u slucaju p=2. Prema zadatku 10., taj red konvergira
n

jer je p=2>1. Neka je Ze R zbroj toga reda. Iz gornje nejednakosti zakljucujemo da je

zbroj zadanoga reda neki realan broj iz intervala <—Z, Z>. Dakle, zadani red konvergira.
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(preddiplomski strucni | Kriteriji konvergencije redova.
;’.'_\I'; fP.I:::Hr.-I;::LIM. )A.I'_:iq;ﬂ HIP.N;.P

Hlektrotehniéki odjel studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

Domac¢a zadaca

1. Odredite sve xe R za koje je zbroj reda Zsinz'" x jednak 3.
1
2. Odredite sve xe R za koje je zbroj reda z‘(—l)’”1 .cos”" x jednak 3

3. Ispitajte konvergenciju sljede¢ih redova (nije potrebno racunati zbroj reda):

1
a) z;,
b) ¥

n+1
C)Zh’l(Tj,

1 .
b2 (Inn)"’
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Rezultati zadataka

1. Uputa i rjesenje: Rije¢ je o geometrijskom redu u kojemu su g, =g =sin’x. Njegov

sinx  sin’x
- 2

— =tg’x. Tako iz jednadzbe tg’x=3 slijedi
I-sin"x cos™ x

je zbroj jednak Z=

x:i§+k-n’, keZ.

2. Uputa i rjesenje: Rijec je o geometrijskom redu u kojemu su g, =cos® x, g =—cos’ x.

2 2 )
j i i .. . 1
Njegov je zbroj jednak Z = —— x2 - 08 )26 . Tako iz jednadibe —=2° ;c 1
l1—(-cos’x) l4cos’x l+cos’x 3

1
slijedi coszx:E, odnosno cos(2-x)=0, pa je x:%+k-§, ke 7.

3. a) Uputa: Primijenite D'Alembertov kriterij. Dobiva se r=0. Red konvergira.

b) Uputa: Primijenite D'Alembertov kriterij i iskoristite da je lim{(ilj jzl
o\ \n+

Dobiva se r=0. Red konvergira.

c) Uputa i rjesenje: Prema definiciji reda, odnosno niza djelomic¢nih zbrojeva vrijedi:

Sn:1n(1+1j+1n(2+1j+1n(ﬂj+...+1n(”—“):1n(3-§-f-...-”—+1 —In(n+1).
1 2 3 n 1237,

Ocito je lim(S,)=+co, pa zadani red divergira.

d) Uputa: Primijenite Cauchyjev kriterij. Dobiva se r=0. Red konvergira.

2
S .. L 1 o . .
e) Uputa i rjesenje: UoCimo da je hm(2 n2 J:E;to, pa nije ispunjen nuzan
n |\ 2-n’+

uvjet konvergencije. Dakle, zadani red divergira.

f) Uputa: Uocite da za svaki ne N vrijedi nejednakost 2" <2"+1, otkuda je

1 1 1 1
<—, odnosno 0< < » —=1. Red konvergira.
2" +1 " Z 241 z on g
. e . T 490
g) Uputa: Primijenite Cauchyjev integralni kriterij i odredite I = j ——dx
L (5-x+2)

metodom zamjene. Dobiva se I =1, pa zadani red konvergira.

h) Uputa: Primijenite Leibnizov kriterij. Red konvergira.
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