POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 2

(preddiplomski stru¢ni
studij elektrotehnike)

2.2. Numericki redovi.
Kriteriji konvergencije
redova. - zadaci

1. NapiSite (ako postoji) zatvorenu formulu za op¢i ¢lan niza (S,),.,, djelomi¢nih zbrojeva

niza (a,),. ako je:
a)a =n;

1
b)a,=—;

n
¢)a,=x", zax>0,

1
d)a = .
" n’+n

2. Za svaki niz (S,), . 1z zadatka 1. odredite postoji li limS

konvergentan.

odnosno je li pripadni red

n?

3. Ispitajte konvergenciju sljedecih redova brojeva (nije potrebno racunati zbrojeve redova):

n+l )
a 5
)2(2-n+1j
2

>

2018"
c) z o
V2018"
2018"
d) Z 2()18 ’
e) Z 2 . I’lﬁ_l :
2

£) Zn+2018

J/2018"

1

& Z(3-n—2)‘(3-n+1);

Y

n

n-(n—1) n
H2ED '(2018-;1—1);

. (_l)n—l
D> 7

4. Neka je peR proizvoljan, ali fiksiran. Ispitajte konvergenciju Dirichletova (ili

1 . .
hiperharmonijskoga) reda Z—p u zavisnostio pe R.
n
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S. Koriste¢i pogodnu usporedbu ispitajte konvergenciju sljedecih redova:

)zcosn
b) Z(_l) 2‘smn;
© Z“n In®n’

(n Inn)*

. Odredite sve xe R za koje je zbroj reda R jednak 2 ako je:

400
a)R= Zcos” X;

n=0

b)R= isin" (- x);

n=0

¢)R= i(—l)” -cos” (2-x);

n=0

Q) R=(-1y -sin”g.

n=0
. Moze li se divergencija harmonijskoga reda dokazati koriste¢i:

a) Cauchyjev kriterij;

b) D'Alembertov kriterij;

¢) Raabeov kriterij;

d) Cauchyjev integralni kriterij?

Obrazlozite svoje odgovore.
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Kriteriji konvergencije
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a) li}:n la, | = liin 2’.1’::1 = % = konvergira;

[0)

1
b)lim#/la | =lim——— =——=> konvergira;
hmila, T=hm s =018 Vet

n
o)limy/la, | =lim—=——= = +co = divergira;
" v fn 2018 £

n+l

d)hmhzhmzols(lim
n a n

n—>+oo n

2018
j =2018 = divergira;

n

22 _ 1. 2l 1

an+1

RJESENJA ZADATAKA
1.
a)s, —Zk_n (n+l)
b) Ne postoji zatvorena formula za S, .
n n+l _
08, =) =2
k=1 -
d)S, =1- L .
n+l
2.
a) limS$, = limM = +eo = red divergira.
b) Red divergira.
1
c) Ako je |x| <1, zbroj reda je S = e ired tada konvergira.
X
n+l
U suprotnom, zbroj reda je S = N ired tada divergira.
x —_—
d) imS, = lim(l —LJ =1= zbroj reda je 1 i red konvergira.
n n n +
3.

e)hm “ —hm yon I_T I m ﬁ = konvergira;
25
n+2019
o187 1 . a+2019 1

f) hm = lim

- lim
= Hmn+2o18 ~ 2018 = n+2018 Y2018

20183

= konvergira;

g lim| n- 1= %ot || = fim n~(1—3'n_2] =6 = konvergira;
n a, n 3-n+4

h) lim|an| = liml =0= konvergira;
n n n
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i 1irrln<'ll a,l= li’I'n 2018’1.’1_1 = 20118 = konvergira;

= limL = (0= konvergira.

Jn

jlim

an

4. Ako je p<0, onda je limipzlimn"’ =+oo, pa primjenom nuznoga uvjeta
n n n

konvergencije reda zakljucujemo da u ovom slucaju red divergira.

Ako je p=0, onda je funkcija f (x):ip strogo pozitivna, neprekidna i monotono
X

padajuca na intervalu [1 , +oo> . Primijenimo Cauchyjev integralni kriterij, pa dobijemo:

= dx % dx AT b7 1
j—zhm =~ lim = lim .

x? b—>+oo 1 x? b—>+o0 l_p

1

Ova grani¢na vrijednost postoji ako i samo ako postoji lim »'”, odnosno ako i samo ako
b—>+o0

je 1-p<0, odnosno ako i samo ako je p>1. Tako zakljuCujemo da zadani red
konvergira ako i samo ako je p >1, a divergira ako i samo ako je p<1.

5.
a) (ﬂ < L) A (Zi konvergiraj = (Z cosn konvergiraj;
2" 2" 2" 2"
b) M < iz} A (Ziz konvergiraj = (ZM konvergiraj;
n n n n
c) [ f(m)= % je strogo pozitivna, monotono padajuca i neprekidna na [3,-4-00)} A
n-ln’n
T 2-dx 2 2
= = = konvergira |;
['[x-ln3x ln23j (Zn~ln3n g )
Inn+1 . .. L, .
d | f(n)= ﬁ je strogo pozitivna, monotono padajuca i neprekidna na [3,+oo)
n-lnn)y
A .[ 1nx+13-dx= ! — |= Zlnn—+13 konvergira |.
3 (x-Inx) 18-1n"3 (n-Inn)
6.
<~ n 2 3 1 1
a) ZCOS x=1+cosx+cos” x+cos’ x+...= = =2=
= l-cosx 1-cosx
T
X, =i§+k~2~7r, ke Z;
< L) . e 2 -3 1
b) D sin"(7-x) =1+sin(7- x) +sin’*(7- x) +sin* (7 - x) +..= ———
o 1—sin(7- x)
1 12-k+1 12-1+5
_—:2:>Xk: » X = ,k’lEZ;
1—sin(7z - x) 6
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Ny 1
c —1)"-cos"(2-x)=1—cosx+cos’(2-x)—cos’(2-x) +...=0—— =
);( ) (2-x) (2-x) (2-%) T
;=2:>xk:i£+k-7z', ke Z;
14+ cos(2-x) 3
S noion X . X .2 X .3 X 1 1
d) Z(—l) -sin”" —=1-sin—+sin“ ——sin” —+...= = =2
n=0 2 2 2 1+sing 1+sin%

_m(2:k=) 204D
3 b b .

k= > X
3

a) limy/a,| =lim L 1= nema odluke:

) n
=lim
n n+l1

n+l

an

b) hm =1= nema odluke;

a n pn+1

n

) lim{n - (1 —hﬂ —lim—— =1=> nema odluke;
d) Funkcija f(x)= 1 je strogo pozitivna, strogo padajuca i neprekidna na [l, +oo>.
X

Stoga zadani red i integral I ldx istodobno ili konvergiraju ili divergiraju.

+oo

b
Bududi da je J ! = lim ( I l j— lim (Inb) = +oo, zadani red divergira.
X
1

1 X b—+oo
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