2. REDOVI

2.2. NUMERICKI REDOVI.

KRITERIJI KONVERGENCIJE
REDOVA.



2.2.1. POJAM NUMERICKOGA REDA

Neka je (a,),.nniz realnih brojeva. (Podsjetnik: Niz
realnih brojeva je bilo koja funkcijaa : N — RR.)

Niz (s,), oy definiran rekurzivno s:

s, =a;,,s,=S, (+a,zan>72

nazivamo niz djelomicnih (parcijalnih) suma niza
(an)nEN'

Op¢1 (n — t1) Clan toga niza jednak je zbroju prvih n
¢lanova niza (a,), -

Uredeni par ((a,),cr» (5,),cn) Daziva se numericki
red (ili red brojeva).

Svaki numeriCki red je jednoznaCno odreden
zadavanjem opcega Clana niza (a,),, -
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2.2.2. POJAM
KONVERGENTNOGA REDA

Kao 1 svaki drugi niz, tako 1 niz_parcijalnih
suma (s,),.y 111 1ma ili nema svoju granicnu
Vl‘ljeanSt (limes).

Ako niz (s,),cy 1ma granicnu vrijednost 1 ta je
vrijednost Jecinaka se R, kazemo da pripadni

red 2« konvergira ka s 1 formalno piSemo:

Zak =5
Sukladno ovoj oznaci, broj s nazivamo zbroj 11
suma reda.

Ako niz (s,),.n nema graniCnu vrijednost,
kazemo da prlpadm red divergira.
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2.2.3. KRITERIJI
KONVERGENCIJE REDA

* Ispitivanje konvergencije redova u opcem je sluCaju
relativno tesko jer najCesSce ne znamo formulu za opci ¢lan
niza parcijalnih suma.

 /bog toga se postavlja pitanje: MoZe li se (1, ako moze,
kako) utvrditi je li red konvergentan iskljucivo na temelju
formule za opci ¢lan polaznoga niza (a,),

* Opci kriteryy za ispitivanje konvergencije bilo kojega reda
danas nije poznat, ali su poznati odredeni kriteriji prema
kojima se za relativnu vecinu redova moze utvrditi jesu li
konvergentni ili nisu (ali niti jedan kriterij ne odreduje
pripadni zbroj reda u slucaju da red konvergira)
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2.2.4. KRITERIJI
KONVERGENCIJE REDA

Kriterij 1. (nuZan uvjet konvergencije reda) Ako red
konvergira, onda vrijedi lima, =0

Za primjenu je znacajnija ekvivalentna tvrdnja:
Kriterij 2. Ako vrijedi lima, =470 red je divergentan.

Pravilo: Prigodom 1spitivanja konvergencue reda
najprije se mora odrediti limes polaznoga niza.

Ako je taj limes razliCit od nule, red je divergentan (1
1spitivanje je gotovo).
Ako je taj limes jednak nuli, red moze bit1i 1l

konvergentan 1li divergentan (pa treba nastaviti
i1spitivanje prema drugim kriterijima).
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2.2.4. KRITERIJI
KONVERGENCIJE REDA

Cetiri najées¢e koristena kriterija za ispitivanje
konvergencije redova su Cauchyjev, D’Alembertov,
Leibnizov 1 Raabeov.

Cauchyjev kriterij: AKo niz ifa,| konvergira ka re R,
onda vrijedi:

ako je r < 1, red 24 je konvergentan;

ako je r> 1, red 2.4 je divergentan;

ako je r = 1, nema odluke.

Ovaj kritery) podesno je primijeniti ako je opci Clan
polaznoga niza n — ta potencija nekoga 1zraza.
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2.2.4. KRITERIJI
KONVERGENCIJE REDA

D’Alembertov kriterij: Ako niz
re R, onda vrijedi:

ako je r < 1, red X ¢, je konvergentan;

ako je r> 1, red 34, je divergentan;

ako je r = 1, nema odluke.

Ovaj kriter;) je najjednostavniji za prakticnu
primjenu.

Leibnizov kriterij: Ako niz (a,), .y Strogo pozitivnih
realnih brojeva strogo pada 1 konvergira k nuli, onda
je alternirajuci red >.(-)"-a, Clanova s promjenjivim
predznacima konvergentan.

% konvergira ka

an
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2.2.4. KRITERIJI
KONVERGENCIJE REDA

Raabeov kriterij: Ako niz [“aﬂ konvergira
ka re R, onda vrijedi:

ako je r> 1, tadared X« konvergira;
ako je r < 1, tadared X« divergira;

za r = 1 nema odluke.

Raabeov kriteryj se najeSce primjenjuje u
sluCajevima u kojima D’ Alembertov Kkriteri;
ne daje odluku.
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2.2.5. KRITERIJ USPOREDBE

U opcem sluCaju konvergencija reda moze se
ispitati tako da se zadani red usporedi 1l1 s
(hiper)harmonijskim 11 s geometrijskim
redom.

Vrijedi sljedec kriters:

Ako su 2.a,12.b, redovi s pozitivnim clanovima
takvi da za svaki neN vrijedi a, < b,, onda:

ako X». konvergira, onda i X« konvergira;
ako Xa divergira, onda i b divergira.
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2.2.5. KRITERIJ USPOREDBE

Korisna su 1 sljedeca dva kriterija:

Kriteri] 1. (Cauchyjev integralni kriterij) Neka je
opClt Clan reda odreden strogo pozitivnom,
monotono padajucom 1 neprekidnom funkcijom f.
Tada red Yo, i nepravi integral I £(x)-dx 1stodobno 111
konvergiraju 1l1 divergiraju.

Kriterij 2. Ako konvergira red >/« , onda
konvergiraired > a. (Obrat ne vrijedi.)

Kriteriy 2. podesno je primijeniti umjesto
Leibnizova kriterija pri ispitivanju konvergencije
alternirajucih redova.
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