2.3. REDOVI FUNKCIJA.

TAYLOROV I MACLAURINOV RED.




2.3.1. NIZ FUNKCIJA

e Svi redovi mogu se podijeliti na numericke
(clanovi reda su kompleksni brojevi) i
funkcijske (¢lanovi reda su funkcije).

e Da bismo definirali pojam reda funkcija,
najprije moramo definirati nzz funkcija.

e Neka je D c R.

e Oznac¢imo: R” := {f: f: D — R}. Taj skup je
zapravo skup svih realnih funkcija cija je
domena D).



2.3.1. NIZ FUNKCIJA

e Niz funkcija na skupu D je svaka funkcija
f: N — R” Tom funkcijom svakom prirodnom
broju pridruzujemo tocno jednu funkciju Cija je
domena D).

e Standardno, analogno kao i kod numerickih
nizova, umjesto f (n) pisSemo 7. Pritom je 7,
funkcija koju nazivamo n-t/ clan niza funkcija.

e Niz funkcija obi¢no oznacavamo s: {f,}. Njegovi
elementi su funkcije 1, £, ...,

H.



2.3.2. KONVERGENCIJA NIZA FUNKCIJA
NA SKUPU

o Svaki ¢lan niza funkcija {f,} definiran je za svaki realan
broj iz skupa D.

» Neka je x, € D proizvoljan, ali fiksiran.

o Brojevi (f(x,)) tvore niz realnih brojeva. Taj niz moze
imati svoju (jedinstvenu) grani¢nu vrijednost Z(x,). Ako
ta vrijednost postoji, onda x; € [ pridruzujemo broj
L(xy).

« Navedeni postupak ponovimo za svaki x, € D). U nekim
slucajevima dobit ¢emo /(x;), a u nekima ne¢emo. Zbog
toga s A oznacavamo podskup skupa D kojega tvore svi
x, € D za koje postoji L(x;).

e Tako dobivamo funkciju koja x; € A pridruzuje broj
L(x,). Tu funkciju oznac¢imo s £
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2.3.2. KONVERGENCIJA NIZA FUNKCIJA
NA SKUPU
e Kazemo da niz {f} konvergira obicno ili po
tockama prema funkciji f na skupu A.

e Uz odredene dodatne pretpostavke na
konvergenciju niza funkcija (koje ¢emo presutno
primjenjivati), moze se pokazati da vrijedi:

e Tvrdnja. Ako je {f,} niz neprekidnih funkcija,
onda je i / neprekidna funkcija.

e Dakle, ,niz neprekidnih tfunkcija konvergira
obi¢no prema neprekidnoj tunkciji”.



2.3.3. RED FUNKCIJA
e Neka je {7} niz funkcija na skupu D.

e Niz funkcija {s } definiran rekurzivno s:
{Sn =s ,+f,zasvakineN, n>2,
s, =/
e nazivamo niz djelomicnih zbrojeva funkcija.

e Zbrajanje funkcija je pritom dobro definirano
jer svi ¢lanovi polaznoga niza {f£,} imaju istu
domenu (skup D).

e Uredeni par {f,, s,} nazivamo red funkcija.



2.3.3. RED FUNKCIJA

e Niz {s,}, kao mniz funkcija, takoder moze
konvergirati obi¢no prema nekoj funkciji s na
nekom skupu B c D.

e Tada kazemo da red funkcija {f,} konvergira
obicno prema funkciji s na skupu B.

e Pisemo: i-](n(x) =s(x), Vx e B.

o Interpretacija: Za svaki xe B red brojeva ) f,(x)
e konvergira prema , konkretnom” broju S."

e Zbog toga je dobro definirana funkcija s koja broju

x pridruzuje broj 5. Ta funkcija naziva se zbroj
reda funkcija {f,}.



2.3.4. RED POTENCIJA

Red potencija poseban je slucaj reda funkcija.

To je red oblika » a,-(x-¢)" , gdje su:

a € R koeficijenti reda tunkcija;

X nezavisna varijabla;

ce R konstanta.

Problem: Za zadanu realnu funkciju /i broj ceD(f)

odrediti red potencija koji najbolje aproksimira
funkciju £ u okolini tocke ¢, te interval na kojemu
taj red konvergira.

Rjesenje: Taylorov red funkcije 7 oko tocke c.



2.3.5. NAPOMENA

* U terminologiji redova tunkcija: f,(x)=a,-(x-¢c)".

* Funkcija # je zbroj reda {f}, tj. taj red
konvergira obicno prema funkciji £ PiSemo:

f(x) :i% (x—c¢)", VxeB.

 Mi ¢emo zadati funkciju / i tocku ceD(f) | pa
cemo odrediti koeficijente a,6 i skup B tako da
vrijedi gornja jednakost.



2.3.5. TAYLOROV RED

o Za unaprijed zadanu analiticku funkciju f (funkciju
¢ija je prirodna domena otvoreni interval ili unija
takvih intervala, koja je proizvoljno mnogo puta
derivabilna i1 koja se moze aproksimirati redom
potencija) i wunaprijed zadan broj c¢ € D({

koeficijenti Taylorova reda odredeni su formulama

a = f(¢). a ANGO)

n'
« Sam Taylorov red funkcije / u okolini tocke c

odreden je s

f"”(c) P~

J(x)= Z
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2.3.5. TAYLOROV RED

 Detaljnim razmatranjima konvergencije Taylorova
reda ne¢emo se posebno baviti. Treba istaknuti:

e laylorov red treba koristiti kao aproksimaciju
funkcije { u “malim” okolinama tocke c (Sirine
npr. 0.01, a ne Sirine 100).

e Za aproksimaciju analiticke funkcije 7 u okolini
tocke ¢ polinomom stupnja n najbolje je uzeti tzv.
Taylorov polinom stupnja n (oznaka: 7)) kojega
tvori prvih n clanova Taylorova reda.
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2.3.6. NAPOMENA

Za svaki neN mozemo definirati niz funkcija (R)),.n
pravilom:

R =11,
R, nazivamo n-ti ostatak 1aylorova reda.
Moze se pokazati da vrijedi

Tvrdnja: Ako za svaki x iz nekoga intervala [ oko tocke c

Dakle, na nekom je intervalu fjednaka zbroju Taylorova reda
ako na istom intervalu niz n-tih ostataka tezi ka nulfunkciji.

Ovaj kriterij je prakticki vrlo tesko provjeriti, pa se u praksi
pretpostavlja postojanje intervala /sa gornjim svojstvom.
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2.3.7. MACLAURINOV RED

* Ako u Taylorovu redu posebno uzmemo ¢ = 0,
dobivamo tzv. MacLaurinov red tunkcije f u
okolini (oko) tocke ¢ = 0.

 MacLaurinov red funkcije fodreden je s:

(n)

I kod Taylorova i kod MacLaurinova reda
temeljni problem predstavlja odredivanje n-te

derivacije zadane analiticke funkcije £ (za bilo
koji neN).
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2.3.8. OSNOVNI RAZVOJI

+0

xn

I.Lef=) — Vxel;
nz_:;n!
+00 x2-n+1
II. sinx = -1"- , Vxe R;
nz_o( ) (2-n+1)!
+o0 x2-n
III. cosx = —-1)"- , VxeR;
;( : (2-n)!
1\ (1+x)m:Zm'(m_l)'“'"(m_”“)-x” ,Vxe(-1,1);
n=0 n:
V. L oS vxe(-L1);
l_x n=0
1 +0C
VI. = D" -x", Vxe(-11);
1+ x nz_:j( ) < >

VIIL. In(1+x) = f (-1)"" X , Vxe(-1,1).
n=I n
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2.3.9. KORISNI IDENTITETI

B | ; B (—1)”_1 -(n=1) a™’ _
) [0 == 1) = L e
 Tk-n
b) f(x):\/a-x+b:f(”)(x)z(—l)”_l-(%] e . VneN;

X 2

¢) f(x)=sin(a-x+b):>f(”)(x)za”-sin[a-x+b+"'%], VneN;

d) f(x)=cos(a-x+b):>f(”)(x)za”-cos[a-x+b+n'§], VneN;

e) f(x) zea-x+b — f(n)(x) — an .ea-x—&-b, \v/n c N,
L (=Dka’
(a-x+b)"

f) f(x)=In(a-x+b)= " (x)=(-1)" , VneN;

g) f(x)=ch(a-x+b):>f(”)(x)={

a"-ch(a-x+b), zaparne n e N;

h)f(x)=5h(a-x+b):>f(”’)(x)z{

a"-sh(a-x+b), zapamne ne N.
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a"-ch(a-x+b), zaneparne n € N;

15



2.3.10. NAPOMENA

* Redovi potencija mogu se formalno derivirati i
integrirati “clan po clan”

* Tocnije, ako je f»= Za (x-o)" razvo] u red poten-
cija analiticke funkcue /" u okolini tocke ¢, onda
Je

. Za (- razvoj u red potencija funkcije £~
u okohm tocke ¢

+co

. Z;E (x-o)"  razvoj u red potencija funkcije £

u okolini tocke ¢, pri ¢emu je F' standardna
antiderivacija funkcije £
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2.3.11. APSOLUTNA POGRESKA
APROKSIMACIJE

Pretpostavimo da smo funkciju £ aproksimirali
polinomom 7, na nekom intervalu / oko tocke ce D(f).

Neka je ¢, € 1. Definiramo:

apsolutnu  pogresku (oznaka: p,) aproksimacije
funkcije f polinomom I, u tocki ¢, s:

P.(cy) = ‘f(co) _Tn(CO)‘
funkciju pogreske aproksimacije funkcije f polinomom
1 na intervalu I s:

p(x)=f(x)-T,(x), Vxel.

Idealno: p(x)=0, za Sto vise xe /.
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2.3.12. RELATIVNA POGRESKA
APROKSIMACIJE

Pretpostavimo da smo funkciju £ aproksimirali
polinomom 7, na nekom intervalu / oko tocke ce D(f).

Neka je ¢, e I takva da je f(c,) #0.

Definiramo relativnu pogresku aproksimacije (oznaka:
p,) funkcije f polinomom 1) u tocki ¢, s:

P _|,_T(e)
Sl | s

p.(c,) =

Ta se pogreska izrazava u postotcima.
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2.3.13. NAPOMENA

 Ako duljinu od 1 cm aproksimiramo duljinom od
0.9 cm, a duljinu od 1 km aproksimiramo
duljinom od 999 m, apsolutne pogreske
aproksimacije bit ¢¢ 1 mm i 1 m, pa se dobiva
(pogresan!) dojam da je u prvom slucaju pogreska
1000 puta manja nego u drugom.

e« U obama slucajevima  relativne  pogreske
aproksimacije su jednake i jednake 10%.

e /Zbog toga se u ocjeni kvalitete neke aproksimacije
najcesce koriste relativne pogreske.
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

1. Odredite podrucje konvergencije sljedec¢ih redova:

oo n
X

a) > =
n=l1 n

Rjesenje: U svakom podzadatku trazimo skup svih xe R koje mozemo uvrstiti u
zadani red tako da dobijemo konvergentan numericki red. Taj skup odredit ¢emo
primjenom uobicajenih kriterija za ispitivanje konvergencije redova naucenih u
prethodnoj tocki. Pritom ¢emo slucajeve u kojima pojedini kriterij ne daje odluku
morati dodatno ispitati nekim drugim kriterijem.

Primijenit ¢emo Cauchyjev kriterij. Ovdje ne smijemo zanemariti znak apsolutne

vrijednosti jer ne znamo predznak veli¢ine x. Koristit ¢emo i poznatu grani¢nu

vrijednost
lim (&/n) =1.
Imamo redom:
I’=lil’n nl|l—| =
n n

=

. X
=lim n_2 =
n n
n
/| x
=lim = | =
n
(¥n)
—
—l1
B
1
=[A].

Cauchyjev kriterij nam kaze da polazni red (sigurno) konvergira kad je r<1. U ovom
sluc¢aju to znaci da vrijedi nejednakost
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
P ieoemidose | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci
|x| <1.

Prisjetimo se da je, za svaki a >0, nejednakost

[ <a

ekvivalentna nejednakosti

—a<x<a.
Tako je nejednakost
|x| <1
ekvivalentna nejednakosti
-l<x<I.

Ta nejednakost zadaje interval <—1,1>.

Medutim, Cauchyjev kriterij ne daje odluku u sluc¢aju kad je r=I. Taj slucaj ne
moramo raspisivati zasebno. Dovoljno je pogledati granice gore dobivenoga intervala
i utvrditi konvergenciju reda za svaku pojedinu granicu. Konkretno, trebamo ispitati
konvergenciju polaznoga reda za x=-1 1 x=1.

Za x=-1 dobivamo red

s (D

>
n

n=1
Njegovu konvergenciju utvrdit ¢emo primjenom Leibnizova kriterija.

Predznaci ¢lanova reda se pravilno izmjenjuju (negativan, pozitivan, negativan, ..).
Nadalje, promotrimo niz
On je ocito strogo padajudi i vrijedi:

n n 2

n

limb, = lim(iJ =0.

Primjenom Leibnizova kriterija zaklju¢ujemo da promatrani red konvergira.
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
P ieoemidose | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

Za x =1 dobivamo red

+

8

1"
)
n

1
?.

1M

Rije¢ je o Dirichletovu redu za p=2. Znamo da Dirichletov red u opéem slucaju

konvergira ako i samo ako je p>1. Buduéi da je p=2>1, promatrani red konvergira.

Dakle, pocetni red konvergira i za x=-1 i za x=1. Zbog toga je trazeno podrucje

konvergencije segment [—1,1].

n

R |1nx
b EE—
)Z; .

Rjesenje: Ponovno ¢emo primijeniti Cauchyjev kriterij. Uoc¢imo da su brojnik i

nazivnik u opéem c¢lanu reda nenegativni realni brojevi, pa prilikom primjene

Cauchyjeva kriterija ne moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Tako redom imamo:

. In x|"
r=Ilim| }
n n
i t|in x["
im
)
=
LE
==
= |1n x|
Sada iz nejednakosti
r<l
slijedi
|ln x| <1,
odnosno
—1<Inx<I.

Na svaki ¢lan ove nejednakosti djelujemo sa strogo rastué¢im funkcijom e*, zbog cega
se znakovi nejednakosti ne mijenjaju. Dobijemo:
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
P ieoemidose | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci
el <e™<e!,
el'<x<e.

Dakle, polazni red sigurno konvergira za xe <e_l,e>.

Pogledajmo konvergenciju u rubovima toga intervala. Primijetimo da za xe {e_l,e}
vrijedi
|mﬂ=L
pa ne moramo posebno promatrati svaku granicu intervala.
Za xe {e_l,e}, dakle, vrijedi
|mﬂ=L

pa u tim slucajevima dobivamo red

Prepoznajemo da se radi o harmonijskom redu za koji znamo da je divergentan. Zbog

toga je za xe {e_l,e} polazni red divergentan, pa je trazeno podrucje konvergencije

interval <e_1 , e> .
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
e enn| (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

Rjesenje: 1 u ovom podzadatku uoc¢imo da su brojnik i nazivnik opéega clana reda
strogo pozitivni realni brojevi. Zbog toga ne moramo koristiti apsolutnu vrijednost.

Ponovnom primjenom Cauchyjeva kriterija dobivamo:

r—tim| S |
|\ Vn

nf 2nx
) e
=lim =
n %
—_—
—l1
1
— e2»x
Tako iz
r<l
slijedi
e’ <1.

Na obje strane te nejednadzbe djelujemo funkcijom prirodnoga logaritma koja je
strogo rastuca, pa ne mijenja znak nejednakosti. Dobivamo:

ln(e“) <Inl,
2-x<0,
x<0.

Dakle, polazni red sigurno konvergira kad je
x<0,
odnosno
X€ <—oo, O> :
Preostaje ispitati konvergenciju za x=0.

Za x=0 dobivamo red
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Matematika 2
(stru¢ni prijediplomski
studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

2.3. Redovi funkcija.
Taylorov red.

- rijeseni zadaci

2-n-0 400

Z\/;:

n=1

n=

+

8

M i
:“‘T|H ﬂ*

n=1

Ponovno prepoznajemo Dirichletov red, i to za p = % Ta vrijednost je strogo manja

od 1, pa u tom slucaju Dirichletov red divergira.

Prema tome, trazeno podrucje konvergencije je interval <—°°,O>.
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Matematika 2

(stru¢ni prijediplomski
Flektrotehnickiodjel studij elektrotehnike)

2.3. Redovi funkcija.
Taylorov red.

- rijeseni zadaci

2. Izvedite formulu za n-ti ¢lan MacLaurinova reda u op¢em slucaju.

Rjesenje: Pretpostavimo da je frealna funkcija ¢ija je prirodna domena interval koji
sadrzi nulu, te da je fanaliticka u nuli. (Podsjetimo, analiticnost funkcije fznadci da
tu funkciju mozemo derivirati proizvoljno mnogo puta i svaki put ¢emo dobiti
funkciju neprekidnu u nuli.) Tu funkciju u okolini nule Zelimo dovoljno dobro

aproksimirati redom potencija, tj. Zelimo da na nekom intervalu oko nule vrijedi

jednakost:

fo=2a,x"=

=a,+a, - x+a, X +a, X +.+a, X" +...

U ovu jednakost uvrstimo x =0, pa dobijemo a, = f(0).

Nadalje, pretpostavili smo da je fanaliticka u nuli. Takva je i desna strana gornje
jednakosti (svaki polinom mozemo derivirati beskona¢no mnogo puta i uvijek é¢emo

dobiti funkciju neprekidnu u nuli). Zbog toga derivirajmo zasebno lijevu i zasebno

desnu stranu te jednakosti:

f=3na, =

=a,+2-a, x+3-a,- X +..+n-a,- X" +...

I u ovu jednakost uvrstimo x =0, pa dobijemo f|(0) =q,.

Nastavimo s ovim postupkom:

f"(x)=2n~(n—1)~an X" =2-a,-x+6-a, x+..+n-(n—1)-a, -x""+..=
n=2

AU
2

f"'(x)=§n.(n—1).(n—2).an X =6a, 4. An-(n=1)-(n-2)-a,-x""+..=

BEFACY
6

f(")(x)=n‘(n—1)~(n—2)‘...~2~1~an +.=

f"0)

_S"O)

a =
" n-(n=-1D-(n-2)-...

241 n!
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
P ieoemidose | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

Posljednju jednakost dobili smo nakon Sto smo n puta derivirali polaznu jednakost.
U svaku od dobivenih jednakosti uvrstili smo x=0 tako da na desnoj strani
jednakosti ostane samo izraz oblika A-a, iz kojega onda mozemo izraziti a,.

Tako smo dobili da je razvoj polazne funkcije u MacLaurinov red dan pravilom:
& f0)
=YL 20
n=0 n '

Napomena 1. Dogovorno oznac¢imo
O (x)=f ().

Zbog toga zbroj na desnoj strani gornje jednakosti pocinje od n=0 i formalno ,ide* do
n=+oo. Prvi ¢lan reda uvijek je jednak vrijednosti polazne funkcije u nuli.

Napomena 2. Potpuno analogan izvod vrijedi za Taylorov razvoj analiticke funkcije fu
red oko bilo koje tocke ¢ iz njezine prirodne domene. U svim koracima izvoda 0 treba

zamijeniti s ¢, a xsa (x—c). Provedite taj izvod sami za vjezbu.
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

3. Razvijte sljedec¢e realne funkcije u MacLaurinov red i odredite pripadna podrucja

konvergencije:
a) f(x)=e";

Rjesenje: U svakom podzadatku najprije treba odrediti pravilo m-te derivacije zadane
funkcije. Potom treba izracunati vrijednost dobivene derivacije za x=0 i uvrstiti
dobiveni rezultat u pravilo za odredivanje MacLaurinova reda.

Iz Matematike 1 (tocka 4.16., zadatak 3.) znamo da je
f™(x)=e", Vne N.
Zbog toga je
f™0)=e"=1, Vne N.
Takoder je i
fO)=¢e"=1.

Uvrstavanjem u formulu za MacLaurinov razvoj u red dobivamo:

_-x
n!

CDR

I
DM

I

3
Il
(=

=1+x+%-x2 +l-x3 +...

Preostaje odrediti za koje xe R vrijedi gornja jednakost. Taj problem je ekvivalentan
odredivanju intervala konvergencije reda na desnoj strani te jednakosti. Naime,
pokazuje se da, ako za neki xe R taj red konvergira, onda je njegov zbroj jednak e*
, tj. lijevoj strani jednakosti.

Dakle, trazimo podrucje konvergencije reda

Tada je
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
" Cektrotehmiekiodjel studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci
xn+1
an+1 = .
(n+1)!

Zbog toga redom imamo:

(U posljednjoj grani¢noj vrijednosti x smatramo konstantom jer je varijabla prema
kojoj odredujemo grani¢nu vrijednost z.) Buduéi da je r=0<1, promatrani red
konvergira za svaki xe R. Drugim rije¢ima, aproksimacija eksponencijalne funkcije
redom polinoma valjana je za svaki xe R. Tako vrijednosti funkcije e* mozemo

racunati s proizvoljnom toc¢noséu koristeéi ¢lanove dobivena MacLaurinova reda.
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

b) g(x)=In(x+1);
Rjesenje: 1z Matematike 1 (tocka 4.16, zadatak 4.) znamo da je

D" -(n-1)!

(n) _
§T W=y

Uvrstimo li u ovu jednakost x =0, dobit ¢emo:

D" - (n-1)!

T =(=1)"" - (n=1.

g"(0)=

Ova formula vrijedi za ne N, ali ne i za n=0. Medutim, prema Napomeni 1., zbroj
u MacLaurinovu razvoju u red poc¢inje od n=0. Zbog toga zasebno odredimo:

2(0)=In(0+1)=0.
Dakle, trazeni razvoj u red je:

1n1 1'
T

D" =D,
; n-(n—1)! -

<1>'” E
Z

Uocimo da je
D(g) =(—1,+0)
(zasto?), pa pogledajmo za koje xe D(g) vrijedi gornja jednakost.
(Oprez: Umjesto x na desnoj strani jednakosti opéenito mozemo uvrstiti bilo koji

realan broj, ali aproksimaciju obavezno promatramo na intervalu koji je podskup
prirodne domene funkcije na lijevoj strani jednakosti.)

Primijenit ¢éemo Cauchyjev kriterij. Buduéi da x (zasad) moze biti i strogo negativan
realan broj, ne znamo predznak izraza x", pa u odredivanju grani¢ne vrijednosti

moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

r=1im{n x" }=
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

=lim

=lim

=lim

n ”‘/n .
——
—1

=x].
Analogno kao u rjesenju zadatka 1. a) dobivamo
xe (-11).

Sada ne moramo ispitivati konvergenciju u lijevom rubu ovoga intervala jer

x=-1¢ D(g). Zbog toga ¢emo ispitati konvergenciju samo za x=1.

Za x =1 dobivamo red

S R G
Y

n

Rijec je o alterniraju¢em redu u kojemu se predznaci pravilno izmjenjuju: pozitivan,
negativan, pozitivan, ... Njegovu konvergenciju najlakse je ispitati Leibnizovim
kriterijem. Oznacimo li

onda lako vidimo da je b, strogo padajuci niz i da vrijedi

lim(lj =0.
n\n

Prema Leibnizovu kriteriju, promatrani red konvergira.

Dakle, promatrana aproksimacija MacLaurinovim redom vrijedi za x€ <—1,1].

Primijetite da iz dobivene aproksimacije za x =1 slijedi:
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

+oo ¢ 1\l
In2=>" CU _
n=1

n
111
e T
2 3 4

Ovdje se javlja prividni paradoks: lijeva strana je iracionalan broj, a desna zbroj
racionalnih brojeva koji je uvijek racionalan broj. Medutim, paradoksa nema jer se
na desnoj strani ne nalazi konacan zbroj racionalnih brojeva. Ako u zbrajanju na
desnoj strani ,stanemo“ kod nekoga c¢lana, dobivamo aproksimaciju lijeve strane s
odredenom tocnoséu, sto je korektno (iracionalan broj se uvijek moze aproksimirati

racionalnim brojem s odredenom toc¢noséu).
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
P ieoemidose | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

¢) h(x)=sinx;

Rjesenje: 1z, Matematike 1 (tocka 4.16., zadatak 5.) znamo da je:
h" (x) = sin(x+n-£j.
2
Zbog toga je:

M”«»=sm(o+n~§j=

: z
=Sm{n-— |=
( Zj

0, ako je n paran broj,
=4ql,akojen=4-k-3, zake N,
-1, akojen=4-k—1,zake N.

Dakle, MacLaurinov red ne sadrzi nijedan ¢lan sa parnim eksponentom (ukljucujuéi
i n=0). Zbog toga moramo osigurati da u nazivniku i u eksponentu potencije s
bazom x budu samo neparni prirodni brojevi. To ¢emo posti¢i tako da umjesto n
piSemo 2-n+1, pri ¢emu zbroj ponovno pocinje sa n=0. Predznaci se pravilno
mijenjaju: pozitivan, negativan, pozitivan, .., Sto ¢emo postiéi tako da kao eksponent
uz potenciju s bazom (—1) pisemo n (prvi ¢lan reda dobivamo za n=0 i on mora
biti pozitivan, pa zato pisemo (—1)" - da je taj ¢lan negativan, kao eksponent bismo

pisali ili n—1 ili n+1). Dobivamo:

< (_1)” . 2-n+1 —

h(x)=sinx =
=Q2-n+)!

3 1 5 1 7
=X—— X +— X ——x +
6 120 5040
Pogledajmo za koje xe R vrijedi ova aproksimacija. Primijenit ¢emo D'Alembertov

kriterij. Oznacimo li

_ (_ 1)n 2.n+1
a =—""—"X ,
2-n+1)!
onda je
(_1)”+l L2t

a,, =————
T2 (1) +1)!
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

(strucni prijediplomski Taylorov red.

E :')I\‘H-("Hrl(‘ uu.| )_Air_;q.nn.n-zwg:. i .. . e v . .
Eloktrotehnickiodjel studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

(_1)” . x2-n+3.

T 2n+3)!
Racunamo:
r =lim| 2| =
n an
D
. |
2 n+n3). _
G
2-n+1)!
:llm (_1)n+l . x2-n+3 . (2.n+1)'| _
vl =D (2-n43))
=lim|(-1)-x*- (2:n+])! -
n 2-n+3)-2:n+2)-(2-n+1))|
:ﬁm(_l).xZ. 1 |:
n 2-n+3)-(2-n+2)|
=0.

((-1) i x* smatramo konstantama jer grani¢nu vrijednost odredujemo uzimajuéi n
kao varijablu. Nazivnik posljednjega razlomka ocito tezi u 4o, pa je grani¢na

vrijednost jednaka 0.)

Analogno kao u a) podzadatku zakljucujemo da dobivena aproksimacija vrijedi za

svaki xe R.
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

2.3. Redovi funkcija.
Taylorov red.

Matematika 2
(stru¢ni prijediplomski
studij elektrotehnike)

- rijeseni zadaci

d) p(x) =cos x.

Rjesenje: Mozemo postupiti analogno kao u prethodnom zadatku (ucinite to sami za

vjezbu), ali postupit ¢emo lukavije, brze i krac¢e. Kad se radi o analitickim funkcijama,

a sve trigonometrijske funkcije su takve, onda MacLaurinov red mozemo derivirati

tako da deriviramo svaki ¢lan toga reda. Pritom se ne mijenja interval konvergencije

polaznoga reda. Tako dobivamo:

Y G\ A
(smx):Z[m.x j:

n=0

o

cosxzzg—lill—-(z.n+ryx”
S@2-n+1)!

x5j+(_—l-
7!

x7j+...:>

=> =D (2-n+1)- X" =
= (2-n+1)-(2-n)!
N DL,
= X =
=0 (2:n)!
:1_1.x2+i.x4_L.x6+
2 24 720

I ova aproksimacija vrijedi za svaki xe R. Za vjezbu, provedite dokaz te tvrdnje

primjenjuju¢i D'Alembertov kriterij (ponovno se dobiva r = 0).
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

4. Razvijte sljedece realne funkcije u MacLaurinov red i odredite pripadna podrucja

konvergencije:
a) f(x)=chux;

Rjesenje: U ovom ¢emo zadatku iskoristiti razlic¢ita svojstva konvergentnih redova.
Teorijski, sva cetiri podzadatka mozemo rijesiti potpuno analogno kao i zadatak 3.
(Uc¢inite to za vjezbu.) Medutim, u praksi se slucajevi c¢) i d) pokazuju
prekompliciranima za rjesavanje prema definiciji MacLaurinova reda jer je pretesko
odrediti r~tu derivaciju zadanih funkcija. Zbog toga ¢emo ih rijesiti na bitno krace i

jednostavnije nacine.

U 3. a) zadatku smo dokazali da vrijedi razvoj

X
e’ = —', Vxe R

n=0 n

Ako umjesto x u ovoj formuli piSemo —x, dobit ¢emo red koji ponovno konvergira za

svaki xe R. Naime, funkcija fdefinirana pravilom f(x)=—x preslikava skup R na

samoga sebe (tj. ta funkcija je bijekcija), pa se ne mijenja interval konvergencije.

Dakle, vrijede jednakosti:

Zbrojimo te jednakosti tako da zasebno zbrojimo njihove lijeve, a zasebno njihove
desne strane. Potom dobivenu jednakost podijelimo s 2. Dobit ¢emo:

e”‘+e’”‘_l.i x_"+(—x)” _
2 2 =\ n! n!
_li x"+(=x)"

2 = n! '

Lijeva strana ove jednakosti je, prema definiciji, upravo chx. Pogledajmo kako
mozemo pojednostavniti izraz pod sumom na desnoj strani jednakosti. Sjetimo se da
je funkcija g(x)=x" parna ako i samo ako je n paran broj, a neparna ako i samo ako

je nneparan broj. No, prema definiciji (ne)parne funkcije, to znac¢i da vrijedi:
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
e enn| (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

.| X", ako je n paran broj,
(-0 =

—(x"), ako je n neparan broj.
Zbog toga je:

x" +x", ako je n paran broj,
x"+(=x)" ={ jenp L

X" +(—=(x")), ako je n neparan broj

B {2- x", ako je n paran broj,

0, ako je n neparan broj.

Dakle, u redu na desnoj strani ,,prezive® samo ¢lanovi koji imaju paran eksponent.
Clanovi s neparnim eksponentom jednaki su nuli. Zbog toga moramo osigurati da
nam eksponent uvijek bude paran broj. To ¢emo napraviti tako da umjesto n pisemo
2-n, pri ¢emu granice zbrajanja ostaju nepromijenjene (i dalje zbrajamo ,od 0 do
beskonac¢no*). Tako kona¢no dobivamo:

o 2:n
S X

@2

2 4 6
X X X
=l4+—+—+—+
2 24 720

Za vijezbu pokazite da gornji red doista konvergira za svaki xeR. (Primijenite
D'Alembertov kriterij.)
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

b) g(x) =sh x;

Rjesenje: Trazeni red najlakse i najbrze ¢emo dobiti tako da deriviramo svaki ¢lan
reda dobivena u rjesenju prethodnoga zadatka po varijabli x:

e =52 -

n=0

=(1)'+[x—2j +(x—4j +(x—6j +.,
2 24 720

&2
shxzz =

— (2-m)!

oo x2n 1

Z(2 n— 1)'
3 xS X7

=x+—+—+ +..., Vxe R.

6 120 5040

Koje smo sve jednakosti ovdje koristili? Prva od njih je
(x*") =2-n-x"", Vxe R, VneN,

sto je tablicna derivacija. Druga od njih je
2-n)!'=2-n)-2-n-1)!, Vne N,
a koja proizlazi izravno iz definicije faktorijela.

No, napravili smo i jos nesto. Uocite da posljednji zbroj poc¢inje sa n=1,anesa n=0

Kako to, odnosno zasto ne pocinje sa n=07 Uocite da smo deriviranjem
MacLaurinova reda za ch x ,izgubili“ prvi ¢lan toga reda. Derivirali smo jedinicu,
dobili smo nulu i tu nulu vise nismo pisali. Dakle, ¢lan reda dobiven za n=0 je
,hestao®, pa zbrajanje zato pocinje od n=1. Dodatni razlog ovoj promjeni je ¢injenica
da identitet

Q2-m)!=(2-n)-(2-n—1)!

vrijedi za svaki ne N, ali neiza n=0.
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

¢) h(x) =arctg x.

Rjesenje: U rjesenju prethodnoga podzadatka primijenili smo tehniku deriviranja
,Clan po ¢lan®. Dakle, derivirali smo posebno lijevu stranu reda i svaki ¢lan reda na
desnoj strani. Derivacija pritom uvijek ,ide* po varijabli funkcije — u ovom slucaju,

ta varijabla je x. Varijablu n pri deriviranju smatramo konstantom.

U ovom ¢emo zadatku primijeniti vrlo slicnu tehniku integriranja ,¢lan po ¢lan®. Ta

¢e nam tehnika vrlo brzo dati konacno rjesenje.

Znamo da je:
, 1
(arctg x) =——, Vxe R.
1+ x

Pogledajmo mozemo li razviti u MacLaurinov red funkciju

1
1+x

h(x)=

5 -

Odgovor je, dakako, potvrdan.

Kre¢emo od razvoja:

1 S n. m-n _
1+xm_;(_1) X", Vxe (-L1),Vme N.

U ovaj red uvrstimo m=2, pa dobijemo:

1 < 2:n
EDYCHEraE

1+x =

=1-x+x =X+

Integriramo dobivenu jednakost ,¢lan po ¢lan“, pri ¢emu zapravo odredujemo
standardnu antiderivaciju svakoga ¢lana. Tako odmah dobivamo:

| ! -dx:ji(—l)”-xz'"-dx:

1+ x%
i 1
arctg x=» (=1)" —— x*" =
& ”Z:(;( ) 2-n+1
XX X
=x——t =
3 5 7

Mi veé¢ znamo da je
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Cacoemicioss | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci
—l<x<I.

Dakle, dobiveni red sigurno konvergira ako je —1<x<1. No, sto je s rubovima toga

intervala?

Za geometrijski red znamo odgovor: ako je g€{—1,1}, geometrijski red je divergentan.

Mogli bismo zakljuciti da analogan zakljucak o divergenciji vrijedi i za dobiveni red.
Mogli bismo — ali ne¢emo. Provjerimo konvergenciju za x=-1 iza x=1.

Za x=-1 dobijemo red

— 1 2-n+1 . _1 e
Z(_l)”. (1) :ZL

2-n+l ~ 2+l

Predznaci njegovih ¢lanova se pravilno izmjenjuju: negativan, pozitivan, negativan,

pozitivan, ... Dakle, radi se o alterniraju¢em redu. Nadalje, promotrimo niz

Taj niz je strogo padajuéi (jer je nazivnik razlomka strogo rastuca funkcija u varijabli
1) i odito je

lim(an)zlim( ! ij.
n n \2-n+1

To znaci da su ispunjene sve pretpostavke Leibnizova kriterija, pa prema tom kriteriju
zakljucujemo da promatrani red konvergira.

Za x =1 dobijemo red

< L 5
—1”‘—‘12”+1: -~ 7
;( v ;2-n+1

Predznaci njegovih ¢lanova se pravilno izmjenjuju: pozitivan, negativan, pozitivan,

negativan, ... Dakle, radi se o alterniraju¢em redu. Na potpuno jednak nacin kao i za

x=-1 (Stovise, promatrajuéi ist/ niz a, = ) primjenom Leibnizova kriterija

2-n+1
zakljucujemo da je taj red konvergentan.

Dakle, iako geometrijski red konvergira za —1< g <1, podruc¢je konvergencije nasega

reda je segment [—1,1].
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

e enn| (strucni prijediplomski Taylorov red.
P ieoemidose | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

Napomena 3. Upravo smo dokazali da je jednakost

Odavde slijedi:

Upravo ovaj razvoj omogucuje nam izracunavanje broja 7 s proizvoljnom toc¢noscéu.
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
e enn| (strucni prijediplomski Taylorov red.
Teeoeniciose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

5. Aproksimirajte realnu funkciju f MacLaurinovim polinomom 3. stupnja ako je:
a) fu)=u—3-sin(2-u);

Rjesenje: MacLaurinov polinom 3. stupnja oznacavamo s M, . Opcenito, MacLaurinov

polinom stupnja 1z oznacavamo s M, .
Zmnamo da je

: 1

smx:x—g-x +..., Vxe R.
To znaci da je

: 1 3
3-sin(2-u)=3- 2-u—g-(2-u) +...|=
=6-u—4-u’+..,Yue R

Dakle, trazeni polinom je:

MS(u):u3—(6-u—4~u3):

=5-u’—6-u.
b) f(t)=£+12-In(t+1);

Rjesenje: Prema rezultatu zadatka 3. b) vrijedi:

oo n—1
t3+12-ln(t+1):t3+12-z( Ve
n

n=l1
:t3+12-(t—l-t2+l-t3—...j=
2 3

= +12 -6 +4-£ —.. =
=5 -6 +12-1—..,

pa odavde odmah ,,o¢itamo®:

M,(t)=5=6-1"+12 1.
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@ : Matematika 2

o | (strucni prijediplomski
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Flektrotehnickiodjel studij elektrotehnike)

2.3. Redovi funkcija.
Taylorov red.

- rijeseni zadaci

C) F)= 6-(x—1) .

e)C

Rjesenje: Prema rezultatu zadatka 3. a) vrijedi:

4oo N

=S
n=0 n'

Tako sada imamo:

6-(xx—l) —6-(x—1)-e" =

:6.(x_1).§(_x)n =

n=0 n '

2 3

:6-(x—1)(1—x+%—%+..}:

3 4 2 3
=6 |x—+ g |1+t ||
2 6 2 6

3 2 3
=6 x—x e —lrx— | =
2 2 6

:6-(g~x3—%x2+2~x—lJ:

3
=4.x’-9.x*+12-x—6.

pa odavde odmah oc¢itamo trazeni polinom:

M (x)=4-x*-9-x*+12-x—6.

Napomena 4. Kad god je to moguce, treba primijeniti ,,gotove MacLaurinove razvoje u

red potencija jer se time izbjegne odredivanje derivacija polazne funkcije u nuli koje moze

biti tehnicki sporo i zahtjevno. Ipak, pokusajte rijes

opéi ¢lan reda, nego prva Cetiri ¢lana.)
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a), tj. prema definicijskoj formuli MacLaurinova razvoja u red. (Ne trebate odredivati




@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
o | (strucni prijediplomski Taylorov red.
Peaoemacae | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci

6. Aproksimirajte funkciju £ Taylorovim polinomom 2. stupnja u okolini tocke ¢ ako je

zadano:

,c=—1;

a)f(x)=

==

Rjesenje: Kao sto je istaknuto na predavanjima, MacLaurinov je razvoj funkcije u red
potencija poseban slucaj Taylorova razvoja funkcije u red potencija. Taylorov razvoj
funkcije uz odredene se uvjete na funkciju £ moze napraviti oko bilo koje tocke iz
prirodne domene te funkcije, ali uz uvjet da je oko te tocke moguce opisati barem
jedan otvoreni interval (a samim tim i beskona¢no mnogo otvorenih intervala) koji
su podskupovi prirodne domene funkcije £ Mi se ovdje ne¢emo baviti detaljnijim
razmatranjem teorijskih postavki, nego ¢emo samo re¢i da ¢emo promatrati razvoj
analitickih funkcija (dakle, onih ¢ija je domena otvoreni interval ili unija otvorenih
intervala, koje se mogu beskonac¢no mnogo puta derivirati i za koje postoji Taylorov
razvoj u red) oko tocaka iz njihovih prirodnih domena takvih da oko tih tocaka
postoje spomenuti otvoreni intervali. Primjeri b) i ¢) su namjerno odabrani jer je vrlo
tesko napisati formulu za ntu derivaciju funkcije 7 pa se zato traze aproksimacije
Taylorovim polinomima 2. stupnja. Analogno kao i u slucaju MacLaurinovih

polinoma, i Taylorove polinome stupnja n oznacavamo s T, .

lako ¢e rjesenje ovoga podzadatka biti vrlo lagano, primjer je namjerno odabran iz
dvaju osnovnih razloga. Prvi razlog: ne postoji MacLaurinov razvoj zadane funkcije
u red. Naime, funkcija focito nije definirana u nuli. Drugi razlog: treba dobro paziti
na izbor otvorenoga intervala oko tocke 1. Tako npr. interval <—1,2> ne dolazi u obzir

jer sadrzi tocku 0 u kojoj funkcija nije definirana. Medutim, takvi su intervali ionako
spresiroki“. Aproksimacija treba biti dobra na malom intervalu oko tocke 1, pa je
vrlo primjereno uzeti npr. <O.9,1.1>. Upravo tako treba i shvatiti rjesenje ovoga

zadatka: aproksimiramo funkciju fna nekom relativno malom intervalu oko tocke c.

Strategija rjeSavanja je vrlo jednostavna. Izracunat ¢emo vrijednost zadane funkcije
i vrijednosti prvih dviju njezinih derivacija u tocki ¢. (Treba nam toéno onoliko
derivacija zadane funkcije koliko iznosi stupanj Taylorova polinoma.) Potom ¢emo
uvrstiti dobivene vrijednosti u formulu za Taylorov razvoj u red, uzeti samo prva tri

clana toga reda i time rijesiti zadatak. Dakle, imamo redom:
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

o] (strucéni prijediplomski Taylorov red.
Pteoemacose | studij elektrotehnike) - rijeSeni zadaci
1 1
Jfx)=—, flo=f=)=—=-1
X -1
, 1 , , 1
fO=-=, fO=fED)="—5=-1
X =D
; 2 " - 2
fW==, fO=fE)=—3=-2.
X =D

Dakle, trazeni Taylorov polinom je:

-1 )
Tz(X)=—1+F~(x—(—l))+§-(x—(—l))2 =
=—(x+1)’ = (x+1)—-1.

Napomena 5. Zapis Taylorova polinoma ostavljamo u gornjem obliku jer je upravo u
tom obliku lagano izra¢unati priblizne vrijednosti funkcije u okolini tocke ¢. Npr. uzmemo

li x=-1.1, onda je:

F1D)=T,(-1.1) = ~(=1.1+1)> = (=1.1+1)=1=-0.01+0.1-1=—0.91.

Tocna vrijednost funkcije fu tocki ¢ je:

f(=1.1) :% = —% =0.90 = 0.90909090...

Napomena 6. U ovom podzadatku ¢ak nije tesko napisati opéi ¢lan Taylorova razvoja u
red funkcije fu tocki ¢. Za vjezbu, pokazite da je:

+oo

f) =) ~(x+1)".

n=0

Primijetimo da je rije¢ o geometrijskom redu kojemu su prvi ¢lan i koliénik jednaki
—(x+1). Taj red konvergira kad je

—l<x+1<1,

odnosno za xe€ <—2, O>.

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 26



@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
e enn| (strucni prijediplomski Taylorov red.
Cacoemicioss | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

b) £ (x)=64-x, c =4

Rjesenje: Prve dvije derivacije zadane funkcije se odrede bitno brze i jednostavnije
1

zapiSemo i f(x)=64-x2. Tako redom imamo:
1 1
f(x)=64-x2, fO)=f(#)=64-42=64-2=128,
1 -1 B
f'(x)=64%-x2 '=32.x2, fo)=f(4)=32:4> :32%:16,

-l =3 . . -3
f"(x)=32-(—%j-x2 =16:x7, f(O)=f (4)=-16-42 :—16%:—2.

Zbog toga je:

16,
1!
=—(x—4)"+16-(x—4)+128.

f(x)=T,(x)=128+ (x—4)1+_?2'.(x_4)2:

) f(x)=2187-32-x+1, c=13.

Rjesenje: Ponovno zapisemo pravilo funkcije £u obliku potencije:
1

f(x)=2187-(2-x+1)3.

Tako sada redom imamo:

f(x)=2187-(2-x+1)3, f(e)= f(13)=6561,

fl(x)= 2187%-(2-x+l)3_1 2=1458-2-x+1D73,  f(e)=f13)=162,

-5 -5

f(x)= 1458-(—%)-(2- x+1)32=-1944-2-x+1)3, f'(c)=f (13)=-8.

Zbog toga je:

162
1!
=(—4)-(x—13)> +162-(x—13) +6561.

f(x)=T,(x)=6561+ (x—13)1+_?8'-(x—13)2=
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
sl (strucni prijediplomski Taylorov red.

7. Bez koristenja L'Hopital-Bernoullijeva pravila odredite

x—0
Rjesenje: Znamo da vrijedi:

e @l
s Z(2 n+ !

n=0
|

15
X

2n+1

5

6 120

—_— x
5040

. {120-5in(x3)—120-x3+20-x9
lim

! T+.., Vxe R

U tu jednakost umjesto x uvrstimo x’, pa dobijemo:

sin(x3):;(2(n+l)'

1) (_x3 )2-n+1 _

D
Z(z n+1)!

3
=X ——
6

X+

1

6n+3 __

15 1 L 420

. X —
120 5040

Odatle slijedi da je trazena granic¢na vrijednost jednaka:

+oo 1\ . 6-n+3
120 x* == x° +L-x15 +Z(1)7x —120-x° +20-x°
) 120 =~ 2-n+l)!
L=1Ilim —
x—0 X
“tim| 1+ 3o |
x=0 ‘= (2-n+)!
—0
=1+0=
=1.
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.

(strucni prijediplomski Taylorov red.

" Eeﬁm{‘;?nck ogs | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

cosx—1

8. Odredite MacLaurinov razvoj standardne antiderivacije funkcije f(x)=
red potencija.

cosx—1

Rjesenje: Integral .[ -dx nije elementaran, pa standardnu antiderivaciju

zadane funkcije ne mozemo odrediti standardnim metodama. Medutim, to neée biti

potrebno. Znamo da vrijedi:

+o0 _1 n
cosx = ) =
no (2-n)!
I, 1 6
=l-—x"+—x——x"+..., Vxe R
2 24 20

Zbog toga je:

cosx—1 1= _
x X -
(1—1 )c2+i x4—L o+ j—l
2 24 720 _
. =
HLUPE IR VI S
__2 24 720 -
X
— Voo bos, _
=Xt s =

Integriranjem ,,¢lan po ¢lan® sada lagano dobijemo:

1 (=D" 2
J»cosx _J’(z(z n)' j.dx:

SN ()
N ~(2.p)! (.[x dx)_

(1 )
Z(2 Y ( +CJ_

e e
- Z(2~n).(2.n)!+z(2.n).(2.n)! g

n=1 n=1

=q
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@ . Matematika 2 2.3. Redovi funkcija.
e sl (strucni prijediplomski Taylorov red.
' EefumiTnck ogs | studij elektrotehnike) - rijeseni zadaci

:Cl-l-ii.xz'n —

w1 (2:n)-(2-n)!
1, 1, 1

= —— X +—x — X' +..,qeR=
4 96 3600

( ) i ( 1) x2-n:
“(2-n)-(2-n)!
! 2+i-)c4—L-)c6+
4 96 3600
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