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1. (Bertrandov' paradoks, 1889.) Na raspolaganju su nam tri razlidite igrace karte:
crna (obojena crnom bojom s obje strane), bijela (obojena bijelom bojom s obje
strane) i crno-bijela (obojena crnom bojom s jedne strane, a bijelom bojom s druge
strane). Na slu¢ajan nacdin izvucemo tofno jednu kartu, stavimo je na stol i
utvrdimo da je njezina gornja strana obojena bijelom bojom. Izracunajte
vjerojatnost da je i donja strana izvucene karte obojena bijelom bojom.

2. Kvar nekoga elektronickoga uredaja signalizira se svjetlosnim signalom (paljenjem
zaruljice), pri ¢emu se i signalni uredaj moze pokvariti. Neka su A = {uredaj je
ispravan} i B = {Zaruljica ne svijetli}. Oznac¢imo: Xx:=P(A), y:=P(B), z:=P(B|A),

gdje su X,y,Ze<O, 1). Interpretirajte sljede¢e dogadaje i izrazite njihovu

vjerojatnost pomocu vrijednosti z, yi 2

a) C=A-B;

b) D= A-BS;
C)E=AB; ’
d) F = AlBC.

3. a) Poznato je da obitelj Prekoploti¢ ima tocno troje djece. Pokazite da su dogadaji
A = {obitelj ima barem jednoga djecaka i barem jednu djevojcicu} i B = {obitelj

ima najvise jednoga djecaka} nezavisni.

b) Bi li isti dogadaji bili nezavisni ako bi obitelj Prekoploti¢ imala toéno dvoje

djece? Objasnite svoj odgovor.

4. Motor pokrece elektricni generator. Vjerojatnost kvara motora tijekom jednoga
mjeseca iznosi 6%, a vjerojatnost kvara generatora tijekom jednoga mjeseca 5%.
Kvar motora i kvar generatora su medusobno nezavisni. Izracunajte vjerojatnost da

¢e u slucajno odabranom mjesecu trebati popraviti motor ili generator.

5. Cristiano Ronaldo, Luka Modri¢ i Edo Splentri¢ nezavisno jedan o drugom pucaju
“slobodnjake” Manuelu Neueru. U prvih 10 serija udaraca Cristiano Ronaldo

postigao je 5 zgoditaka, Luka Modri¢ 7, a Edo Splentrié 1.

a) Izracunajte vjerojatnost da u 11. seriji udaraca (koja se izvodi nezavisno u
odnosu na prvih 10 serija) tono jedan od njih trojice postigne zgoditak.

b) Ako je poznato da je u 11. seriji udaraca toéno jedan od njih trojice postigao
zgoditak, izracunajte vjerojatnost da je to bio Luka Modric.

! Joseph Louis Frangois Bertrand (1822. — 1900.), francuski matematicar.
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Rezultati zadataka

1. Prema pretpostavci, razlikujemo karte. Neka su ¢ i ¢ strane crne karte, by i b, strane bijele karte, a
¢3 1 by strane crno-bijele karte. Slucajni pokus odredivanje gornje strane izvucene karte modeliramo
prostorom elementarnih dogadaja Q={b,b,,b;,c,,c,,c,}. Neka su A = {gornja strana izvucenc
karte je obojena bijelom bojom} i B = {donja strana izvucene karte je obojena bijelom bojom}.
Trazimo P(B|A). U tu svrhu odredimo:

B _card(A) 3 1
A_{bl,bz,bs}—>P(A)——Card(Q) 6 2
B ={b,,b,c,} >A-B={b,bj>P(A-B) card(Q) 6 3

Naime, elementarni dogadaji povoljni za B su redom b,,b i ¢;. U prvom od tih slucajeva donja

stranica je b (dakle, obojena bijelom bojom), u drugom b, (dakle, opet obojena bijelom bojom), a u
treéem by (opet obojena bijelom bojom). Primjenom definicije uvjetne vjerojatnosti izravno slijedi:

P(B|A) = P(A-B) _2
P(A) 3
2. Iz zadanih podataka slijedi:
z=P(B|A)= P(B-A) _P(A'B) _ pa.B)=P(B-A)=x-2
P(A) X

a) A-B={uredaj je ispravan i zaruljica ne svijetli}; P(A-B)=x-z;

b) A-B° ={uredaj je ispravan i Zzaruljica svijetli}. Da odredimo vjerojatnost ovoga dogadaja,

primijetimo da za bilo koja dva dogadaja A i B vrijedi:
A=A-Q=A-(B+B°)=A-B+A-B°.
pri ¢emu su dogadaji A - Bi A - BY medusobno isklju¢ivi. Prema svojstvu P4 slijedi:
P(A) =P(A-B) +P(A-B°),
odnosno
P(A-B®) =P(A) —~P(A-B) =x-Xx-z.

P(A-B) x-
c) A]|B={ako zaruljica ne svijetli, uredaj je ispravan}; P(A|B)= % = X—yZ :

P(A-B°) P(A-B®) x-x-z
P(B°) 1-P(B) 1-y

d) A|BC ={ako zaruljica svijetli, uredaj je ispravan}, P(A|B¢)=

3. a) Pretpostavimo najprije da obitelj Prekoploti¢ ima tocno troje djece. Djecu, naravno, medusobno
razlikujemo, pa ih mozemo ,tretirati“ kao uredene trojke. Svako dijete moze biti ili djecak ili
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djevojcica, pa je ukupan broj moguéih ishoda jednak ukupnom broju 3—permutacija s ponavljanjem
dvoclanoga skupa. Taj je broj jednak P(2,3)=2°=8. Dakle, card(Q) =8.

Da bismo pokazali nezavisnost dogadaja A i B dovoljno je dokazati jednakost P(A-B)=P(A)-P(B).
U tu svrhu rac¢unamo vjerojatnosti P(A),P(B) i P(A-B).

Odredimo P(A). Ocito je A® ={obitelj nema niti jednoga djecaka ili niti jednu djevojéicu} =
{obitelj nema niti jednoga djeCaka} + {obitelj nema niti jednu djevojicu} = {sva djeca su
djevojéice} 4+  {sva  djeca su djecaci}, pa slijedi card ( A° ) =1+1=2, odnosno
card(A) = card(€) —card(A° ) =8-2=6. Zbog toga je

P(A) =

| o
Nlw

Odredimo P(B). Ocito je B = {obitelj ima tocno jednoga djefaka} + {obitelj nema niti jednoga
djecaka}. Prvi od tih dogadaja sastoji se od to¢no tri elementarna dogadaja (jer na tri razlicita
na¢ina mozemo izabrati koja ¢e od tri komponente uredene trojke djece biti djecak, ¢ime smo
jednoznacno odredili ,vrijednosti“ preostalih dviju komponenata). Drugi od tih dogadaja veé¢ smo
razmotrili u izracunu P(A) i vidjeli da sadrzi to¢no jedan elementaran dogadaj. Dakle, ukupan broj

elementarnih dogadaja povoljnih za dogadaj B jednak je 3+1=4, pa je:

P(B) =

o
N[+~

Preostaje odrediti P(A-B). Dogadaj A-B znadi da obitelj ima tocno jednoga djecaka (obrazlozite!).
U izracunu vjerojatnosti P(B) vidjeli smo da je broj elementarnih dogadaja povoljnih za dogadaj

{obitelj ima to¢no jednoga djecaka} jednak 3, pa je card(A-B)=3 , odnosno
3
P(A-B)==.
(A-B) 3

Sada se lako pokaze da vrijedi jednakost P(A)-P(B)=P(A-B), ¢ime je tvrdnja dokazana.

b) Pretpostavimo da obitelj Prekoploti¢ ima tofno dvoje djece. Lako se vidi da tada vrijedi
jednakost A = {obitelj ima toéno jednoga djecaka}, pa vrijedi inkluzija AcB. No, tada je
ANB=A, pa je nezavisnost dogadaja A i B ckvivalentna valjanosti jednakosti P(A)=P(A)-P(B).
Ocito je P(A)>0 (jer dogadaj A nije nemogué), pa dijeljenjem s P(A) dobijemo P(B)=1, odnosno
B=Q, sto je ofito netocno (npr. B = {obitelj ima dva djecaka} — Q, ali B, B). Zbog toga A i

B nisu nezavisni dogadaji.

4. Neka su G = {pokvario se generator} i M = {pokvario se motor}. Iz podataka u zadatku slijedi da
su P(G)=5%=0.05 i P(M)=6%=0.06.Trazimo vjerojatnost P(G+M). Da bismo je izracunali,
potrebna nam je vjerojatnost P(G-M). Prema pretpostavci, dogadaji G i M su medusobno
nezavisni, pa je P(G-M)=P(G)-P(M)=0.05-0.06=0.003. Tako dobivamo:

P(G+M)=P(G)+P(M)-P(G-M) =0.05+0.06 —0.003=0.107.
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5. Ozna¢imo C := {gol je postigao Cristiano Ronaldo}, L := {gol je postigao Luka Modri¢} i £ := {gol
je postigao Edo Splentri¢}. Iz zadanih podataka slijedi:

5
P(C)=—==, P(L)=—, P(E) =
(©) 10 (L= (E)= 0’
1
P(C) ==, P(L° :—, P(E® :—.
(%9 5 (L) 10 (E7) 10
a) Oznadimo A := {tofno jedan igra¢ postigao je zgoditak}. Tada je A = {Cristiano Ronaldo je

postigao zgoditak, a Luka Modrié i Edo Splentri¢ nisu postigli zgoditak} + {Luka Modri¢ je
postigao zgoditak, a Cristiano Ronaldo i Edo Splentri¢ nisu postigli zgoditak} + {Edo Splentri¢
je postigao zgoditak, a Cristiano Ronaldo i Luka Modrié¢ nisu postigli zgoditak} = C-L°-E® +
+C¢.L-E®+C°.L°-E. Navedena tri pribrojnika se o¢ito medusobno isklju¢uju, a dogadaji koji
ih tvore su medusobno nezavisni. Tako slijedi:

P(A)=P(C)-P(L%)-P(E®)+P(C®)-P(L)-P(E®)+P(C®)-P(L°)-P(E) =
2139 1 79 1 3 1 93
210 10 2 10 10 2'10 10 200

b) TraZena vjerojatnost jednaka je P(L|A), pa odmah dobivamo:
1709
P(A-L) P(C°-L-E®) P(C%)-P(L)-P(E) 21010 63 21

P(A)  P(A P(A) ~ 93 93 31
200

P(L|A) =
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