2.4. BAYESOVA FORMULA.

FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTTI.
BAYESOVA FORMULA.

BERNOULLIJEVA SHEMA.




2.4.1. POTPUNI SUSTAV DOGADAJA
* Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor.
(MozZemo pretpostaviti da je F = P(Q).)

 Potpuni sustav dogadaja je konacan skup
A = {4, .., A} < F takav da istodobno

vrijedi: -
L) (i#j)=(4 -4, =9);

2)34 =0,
i=1

3.)Zn: P(4)=1.
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2.4.2. PRIMJER 1.

 Promatramo slucajni pokus izviacenje
prvoga broja u jednom kolu igre LOTO

7/35.

* Svih 35 elementarnih dogadaja (navedite
ih!) tvore jedan potpuni sustav dogadaja.

* Takav je sustav tehnicki malo zahtjevnije
ispisati, pa zbog toga trazimo “manje”
potpune sustave dogadaja, tj. skupove A
sa Sto manjim kardinalitetom.



2.4.3. FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI

Neka su (Q, F, P) vjerojatnosni prostor, A = {4, .., 4}
potpuni sustav dogadaja iz F i Be F.

Promotrimo presjeke dogadaja 5 sa svakim elementom sustava
A. To su dogadaji B, .= B- Ay, .., B,.=B- A,

Dogadaji By, .., B, su medusobno isklju¢ivi (presjek im je
prazan skup) jer bi u suprotnom neka dva elementa sustava A
imala neprazan presjek, Sto je nemoguc¢e prema definiciji
potpunoga sustava dogadaja.

Unija svih dogadaja By, .., B, je dogadaj B.

Tako smo dogadaj B rastavili na Aonacnu uniju medusobno
iskljucivih dogadaja. (Ta unija je konacna jer je A konacan
skup prema definiciji potpunoga sustava dogadaja.)
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2.4.3. FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI

Tako je P(B)= Zn:P(B-AI.).

i=l1

Prema formuli za uvjetnu vjerojatnost je:
P(B°Az‘):P(Ai)'P(B|Aj)

Uvrstavanjem u izraz za P(B) dobivamo tzv. formulu potpune
vjerojatnosti:

P(B)=) P(4)-P(B|4)
i=1
Formulu potpune vjerojatnosti podesno je primijeniti u
slucajevima kad elementi potpunoga sustava povlace neki

dogadaj iz algebre dogadaja (i kad se mogu izracunati ili kad
su unaprijed zadane sve pripadne uvjetne vjerojatnosti).
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2.4.3. FORMULA POTPUNE
VJEROJATNOSTI




2.4.4. BAYESOVA FORMULA

Dosad smo razmatrali odredivanje vjerojatnosti
dogadaja AeF u slucaju kad je taj dogadaj bio
posljedica svake hipoteze iz zadanoga potpunoga
sustava dogadaja.

Sada ¢emo promotriti obrnut problem: kako odrediti
vjerojatnost da je AeF uzrokovao neku hipotezu iz

zadanoga potpunoga sustava dogadaja?

Neka su (Q, F, P) vjerojatnosni prostor, A = {A4,, ..,

A, } potpuni sustav dogadaja iz Fi Be F.

Prema formuli uvjetne vjerojatnosti vrijedi:

P(4;-B) _P(4) -P(B|4)
P(B)  P(B)
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P(Ai|B):

, zasvaki i e|n]|.



2.4.4. BAYESOVA FORMULA

* Prema formuli potpune vjerojatnosti vrijedi:

P(B) =ﬁP<AI»>-P(B\AI-)

e Uvrstimo 1li ovu jednakost u prethodnu,
dobivamo tzv. Bayesovu formulu:

P(Ai - B) _ P(Ai)'P(B|Ai)
PB) S pay-ps|4)

P(A | B) = , za svaki i €|n|.



2.4.5. NAPOMENA

Elemente potpunoga sustava dogadaja nazivamo hipoteze.
Dakle, skup ©Q mozemo jednoznacno zadati i navodenjem
svih hipoteza.

Ponovimo: formula potpune vjerojatnosti opisuje
racunanje vjerojatnosti dogadaja A ako znamo
vjerojatnost svake hipoteze i (uvjetnu) vjerojatnost
dogadaja A ako se dogodi svaka hipoteza.

Bayesova formula opisuje racunanje uvjetne vjerojatnosti
hipoteze uz uvijet da se dogodio neki dogadaj iz algebre
dogadaja.

Za njezinu primjenu najprije moramo primijeniti formulu
potpune vjerojatnosti. (Obrat ne vrijedi.)
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2.4.6. BERNOULLIJEVA SHEMA

Pretpostavimo da mneki slucajan pokus s tocno dva
moguca ishoda (npr. ispitivanje je li neki uredaj ispravan)
slucajno 1 mnezavisno ponavljamo ukupno n puta.
(Nezavisno znaci da ishod £te izvedbe pokusa ne ovisi ni
o jednoj drugoj izvedbi toga pokusa.)

Odaberimo tocno jedan ishod pokusa i nazovimo ga
uspjeh. Preostali ishod pokusa nazovimo neuspjeh.

Neka je p vjerojatnost pojave uspjeha u jednom
slucajnom pokusu. Tada je vjerojatnost pojave neuspjeha
u istom slucajnom pokusu jednaka g :=1 — p.

Ovako dobivenu shemu nazivamo Bernoullijeva shema.
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2.4.6. BERNOULLIJEVA SHEMA

Vjerojatnost da se u n izvedbi slucajnoga pokusa dogodi tocno
k uspjeha jednaka je

n k n—k 1 k n—k
° . — ° . 1—
L P PP (1-p)

Ovu je vjerojatnost za velike vrijednosti varijable n vrlo tesko
izracunati, pa ¢emo u drugom dijelu predmeta izvesti formule
kojima ¢emo aproksimirati te vjerojatnosti (tzv. granicni
teoremi u Bernoullijevoj shemi).

Pr =

Zadatke u kojima se primjenjuje Bernoullijeva shema rjesavat
¢emo u okviru nastavne cjeline o binomnoj razdiobi.
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(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

@ . Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

1. Trgovina Sve po malo kuna iz Konjskoga Brda nabavlja robu od to¢no dvaju
dobavljac¢a: Mucak trade d.o.o. iz Krivoga Puta i Salabajzer commerce d.o.o. iz
Lukova Sugarja. Pritom Mucak trade d.o.o. dobavlja 40% sve nabavljene robe.
Vjerojatnosti da dobavlja¢i (u danom poretku) nece pravovremeno dostaviti robu
iznose redom 20% i 10%. Izrac¢unajte vjerojatnost da slucajno izabrana posiljka robe

nece biti pravovremeno dostavljena.
Rjesenje: Oznacimo:

M := {izabranu posiljku isporuc¢uje Mucak trade},
S := {izabranu pogiljku isporucuje Salabajzer commerce},
A := {izabrana posiljka nije pravovremeno dostavljena}.

Lako se provjeri da je skup

potpuni sustav dogadaja. Iz podataka u zadatku slijedi:

P(M)=40%=§,
P(S)=1-P(M)=
5
_3
5,

P(AIM)=20%=§,

P(A|§)=10%=i.
10

Trazimo P(A). Primijenimo formulu potpune vjerojatnosti, pa dobijemo:

P(A)=P(M)-P(AIM)+P(S)-P(AlS)=

2131
55 510

- L 014
50
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(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

@ . Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehniéki odjel

2. U doigravanje za ulazak u 1. zupanijsku rukometnu ligu ulaze RK , Cicvara” iz
Bedekovéine i toéno jedna od sljedeéih triju momdcadi: RK |, Kajgana” iz Spickovine,
RK , Cevap” iz Luga i RK ,Majburger” iz Purmanca. Svaki od navedenih triju
protivnika RK  “Cicvara” je jednakovjerojatan, tj. medu njima nema
“najvjerojatnijega” drugoga sudionika doigravanja. Statistike dosadasnjih
medusobnih ogleda RK “Cicvara” sa svakom od njih zadane su u tablici 1.

Momcad Ukupan broj susreta Pobjeda Pobjeda | Broj
s RK ,,Cicvara* RK , Cicvara®| momcadi | remija
RK , Kajgana“ 11 5 5 1
RK , Cevap® 12 6 6 0
RK ,,Majburger® 13 7 4 2
Tablica 1.

Isplati 1li se kladiti da ¢e prva utakmica doigravanja zavrsiti pobjedom RK
“Cicvara”? (Kladenje na neki dogadaj isplati se ako je vjerojatnost toga dogadaja
strogo veda od 0.5.) Objasnite svoj odgovor.

Rjesenje: Oznacimo:

K := {u prvoj utakmici doigravanja igra RK , Kajgana“},
C:= {u prvoj utakmici doigravanja igra RK éevap“},
M := {u prvoj utakmici doigravanja igra RK , Majburger}.

Lako se provijeri da je

A={¢.k.m}

potpuni sustav dogadaja. Zbog ravnopravnosti svih moguéih protivnika RK
,, Cicvara® vrijede jednakosti:

P(C)=P(K)=P(M) :% .

Nadalje, neka je
B = {u prvoj utakmici doigravanja pobijedila je RK , Cicvara“}.

Iz tablice 1. proizlazi:

5
P(BIK)=—,
(BIK)=1
PBIC)=2 =L,
12 2
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@ . Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.

(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
. studij elektrotehnike) - zadaci
] E'ektrotchnifki.odjel
7
P(BIM)=—.
13

Primjenom formule potpune vjerojatnosti slijedi da je trazena vjerojatnost jednaka:

P(B)=P(K)-P(BIK)+P(C)-P(BIC)+P(M)- P(BIM) =
15 11,17 427 429 1

- ——t——=—<—=—,
311 32 313 88 88 2

Dakle, ne isplati se kladiti u pobjedu RK , Cicvara‘“.
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TvZ - Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.
(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

3. Na izvanrednom ispitnom roku moguce je polagati tocno jedan ispit. Poznato je da
60% studenata bira Osnove elektrotehnike, 25% studenata Matematiku, a svi ostali
studenti Fliziku. Prolaznost iz Osnova elektrotehnike iznosi 20%, iz Matematike
32%, a iz Flizike 40%. Na slucajan nacin odabran je to¢no jedan student koji je
polagao ispit na izvanrednom ispitnom roku.

a) Izracunajte vjerojatnost da je izabrani student polozio svoj izabrani ispit.

b) Ako znamo da je izabrani student polozio svoj izabrani ispit, izrac¢unajte
vjerojatnost da je taj student polozio Matematiku.

Rjesenje: Neka su:

H, = {izabrani predmet je Osnove elektrotehnike},
H, = {izabrani predmet je Matematika},

H; = {izabrani predmet je Fizika},

A = {student je polozio izabrani predmet}.

Iz podataka u zadatku proizlaze sljedec¢e vjerojatnosti:

P(H,)=60%, P(AIH,)=20%,
P(H,)=25%, P(AIH,)=32%,
P(H,)=1-(P(H,)+P(H,))=1-(60%+25%) =15%, P(AlH,)=40%.

a) Treba izracunati vjerojatnost P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti

odmah dobivamo:

P(A)=Y P(H,): P(AI H,) =

i=1
=0.6-0.2+0.25-0.32+0.15-0.4 =
=0.12+0.08+0.06 =
=0.26 =26%.

b) Treba izracunati vjerojatnost P(H,|A). Primjenom Bayesove formule odmah

dobivamo:

P(H,) P(AlH,
P, 14)=" )P(A() )_

025032

026

:@:izo:;l::;l%
026 13
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™vVZ - Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.
(struéni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

4. (problem Montyja Halla') Natjecatelj u TV-showu treba odabrati to¢no jedna od
triju vrata. Iza tocno jednih vrata nalazi se slika novoga automobila, a iza svake od
preostalih dviju vrata slika koze. Cilj natjecatelja je odabrati vrata iza kojih se
nalazi slika automobila jer tada (i samo tadal) osvaja automobil. Voditelj TV-showa
unaprijed zna koja slika se nalazi iza svakih vrata. Nakon sto natjecatelj izabere
tocno jedna vrata, voditelj showa otvara tocno jedna od preostalih vrata iza kojih se
nalazi slika koze, te nudi natjecatelju promjenu izbora vrata. (Ako moze birati
vrata iza kojih je slika koze, voditelj ¢e to uciniti na sluéajan nacin.) Isplati li se
natjecatelju promijeniti prvotni izbor? Objasnite svoj odgovor.

Rjesenje: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su vrata oznacena
brojevima 1, 2 i 3, da je natjecatelj izabrao vrata oznacena brojem 1 i da je voditelj
potom otvorio vrata oznaCena brojem 2. (Inace moZemo prenumerirati vrata tako
da vrijedi ova pretpostavka.)

Neka je

A = {slika automobila se nalazi iza vrata oznaCena brojem 1}, Vie([3].

Tada je {A,A,,A,} potpuni sustav dogadaja. Ocito je
1 .
P(Ai)=§, Vie[3].

Neka je
K := {voditelj je otvorio vrata oznacena brojem 2}.
Ocito je tada
P(A,1K)=0

jer ako voditelj otvori vrata oznacena brojem 2, onda iza tih vrata ne moze biti
slika automobila.

Dakle, trebamo usporediti vjerojatnosti P(A, 1K) i P(A;1K). U tu svrhu odredimo:

e P(KI|A). Znamo da se slika automobila nalazi iza vrata br. 1. Zbog toga

voditelj na sluc¢ajan nacin bira hoce li otvoriti vrata br. 2 ili vrata br. 3, pa je
P(K1A)=0.5.

! Monty Hall (1921. — 2017.), americki televizijski voditelj, najpoznatiji po showu Let's make a Deal.
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TvZ - Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.
(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

e P(KIA). Ako je iza drugih vrata slika automobila, onda, prema zahtjevu
zadatka, voditelj ne smije otvoriti ta vrata. Zbog toga je P(K1A,)=0.

e P(KIA,). Slika automobila se nalazi iza vrata br. 3., a natjecatelj je izabrao

vrata br. 1. Zbog toga voditelj ne smije otvoriti ni vrata br. 3 (jer bi otkrio da se
iza tih vrata nalazi slika automobila), ni vrata br. 1. Dakle, u ovom slucaju
voditelj obavezno mora otvoriti vrata br. 2. Zbog toga je P(K1A;)=1.

Primjenom Bayesove formule dobivamo:

P(A)-P(K | A)+P(A,)- P(K | A)+ P(A,)- P(K | A,)
=[zbog P(A) = P(4) = P(A) = iP<K|A2>=0j=
~ P(K1A) ~
T P(KIA)+P(K1A)

05
T 0.5+1
_05_1
15 3
P(A 1K) =——LPEIA)
P(K1A)+P(KIA,)
— 1 —
T 05+1
_ 1
15

2 1

=2>3=P41K),

Dakle, isplati se promijeniti prvotni izbor.

Napomena: ,Prirodan® zakljucak da se ne isplati promijeniti izbor zbog navodne
1
jednakosti P(A | K ):P(A3IK)=§ posljedica je netoéne pretpostavke da voditelj

otvara vrata nezavisno o slici koja se nalazi iza tih vrata. Preciznije, ovaj slucaj
nastupa ako pretpostavimo da voditelj na slu¢ajan nacéin bira vrata razli¢ita od
vrata koja je izabrao natjecatelj i otvara ih bez obzira je Ii iza tih vrata slika
automobila ili slika koze. Dokazite!
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TvZ - Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.
(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehniéki odjel

5. Cokolada Slatkica proizvodi se na ukupno pet strojeva marke A, tri stroja marke B
i dva stroja marke C. Svaki stroj marke A proizvede 3% ,lom*“-cokolade, svaki stroj
marke B 2% ,lom“-Cokolade, a svaki stroj marke C'1% ,lom“-Cokolade. Na slucajan
nac¢in biramo jednu proizvedenu ¢okoladu.

a) lzracunajte vjerojatnost da je izabrana ¢okolada ,lom*.

b) Ako znamo da je izabrana cokolada ,lom“, izracunajte vjerojatnost da je ona
proizvedena na stroju marke A. Iskazite dobiveni rezultat u postotcima.

Rjesenje: Primijetimo da je ukupan broj strojeva jednak 5+3+2=10. Neka su:

H, ={izabrana okolada je proizvedena na stroju A},
H, ={izabrana okolada je proizvedena na stroju B},
H, ={izabrana ¢okolada je proizvedena na stroju C},

D = {izabrana ¢okolada je "lom"}.

Iz zadanih podataka slijedi:

P(H, :3:05,
10
P(H,)=—-=03

10 7
2
P(H)=—=02,
(H,) 0

P(DIH,)=3%=0.03,
P(DIH,)=2% =0.02,
P(DIH,)=1%=0.0l.

a) Trazimo P(D). Primjenom formule potpune vjerojatnosti dobivamo:

P(D)=Z3:P(Hi)-P(D|Hi):

i=1

=0.5-0.03+0.3-0.02+0.2-0.01=0.23 =23%.

b) Trazimo P(H,|D). Primjenom Bayesove formule dobivamo:

P(H,)-P(D\H,) _
P(D) B

J05:003 15 corr— 6520%.
0.23 23

P(H,| D)=
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(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

@ . Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehniéki odjel

6. Neki elektri¢ni stroj se polovicu vremena nalazi u normalnom rezimu rada, petinu
vremena u otezanom rezimu rada, a preostali dio vremena u mirovanju.
Vjerojatnost kvara stroja u normalnom rezimu jednaka je 2%, u otezanom rezimu

6%, a u mirovanju 4%o.

a) lzracunajte vjerojatnost da je taj stroj pokvaren.

b) Ako je ustanovljeno da je taj stroj pokvaren, izra¢unajte vjerojatnost da se kvar
dogodio u otezanom rezimu rada.

Rjesenje: Neka su:

H, ={stroj se nalazi u normalnom reZimu rada},
H, ={stroj se nalazi u oteZanom reZimu rada},
H, ={stroj se nalazi u mirovanju},

A ={stroj se pokvario}.

Iz zadanih podataka slijedi:

1
P(HI)ZEZO.S,
1
P(H,)=—=02,
5
I 1
P(H)=1-| —+=|=
PRRNINY
=203
10

P(AIH,)=2%=0.02,
P(AIH,)=6%=0.06,
P(A|H,)=4%0=0.004.

a) Trazimo P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti dobivamo:

P(A)=Z3:P(Hi)-P(AIHi)=

i=1
=0.5-0.02+0.2:0.06+0.3-0.004 =
=0.0232=2.32%.

b) Trazimo P(H,|A). Primjenom Bayesove formule dobivamo:
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studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehniéki odjel

™vVZ - Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.
(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.

- zadaci

P(Hz)’P(Ale) —
P(A) -
~0.2:0.06 _

©0.0232

:E =0.5172=51.72%
29

P(H,|A)=
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TvZ - Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.
(stru¢ni prijediplomski Bayesova formula.
studij elektrotehnike) - zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

7. Nekim binarnim kanalom prenose se podaci zapisani (samo) pomoc¢u znakova 0 i 1.
Vjerojatnost da je poslani znak jednak 1 iznosi 55%, a vjerojatnost da je poslani
znak pogresno primljen (i interpretiran) iznosi 20%. Ako je primljen (i
interpretiran) znak 1, izracunajte vjerojatnost da je poslani znak jednak 0.

Rjesenje: Neka su:

N = {poslani znak jednak je 0},
J = {poslani znak jednak je 1},
B = {primljeni (i interpretirani) znak je 1}.

Lako se provijeri da je skup A ={J, N} potpun sustav dogadaja.
Iz zadanih podataka slijedi:

P(J)=55%=0.55,
P(N)=1-P(J)=1-0.55=0.45,
P(B1J)=80% =0.8, '
P(BIN)=20%=0.2.

Trazimo vjerojatnost P(N|B). Primjenom Bayesove formule dobijemo:

P(N)-P(BIN) _
P(J)-P(B|J)+P(N)-P(BIN)
0.45-0.2

T 05508404502
9

53

P(NIB)=
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