@ . Vjerojatnost i statistika | 2.4. Formula potpune vjerojatnosti.

(preddiplomski strucni Bayesova formula.
NCKO VELEUCILSTE U 24 studij elektrotehnike) Bernoullijeva shema.
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE .
Elektrotehnicki odjel - zadaci

1. Trgovina Sve po malo kuna iz Konjskoga Brda mnabavlja robu od to¢no dvaju

dobavljac¢a: Muéak trade d.o.o. iz Krivoga Puta i Salabajzer commerce d.o.o. iz
Lukova Sugarja. Pritom Mucak trade d.o.o. dobavlja 40% sve nabavljene robe.
Vjerojatnosti da dobavlja¢i (u danom poretku) nece pravovremeno dostaviti robu
iznose redom 20% i 10%. Izracunajte vjerojatnost da slucajno izabrana posiljka robe

nece biti pravovremeno dostavljena.

. U doigravanje za ulazak u 1. zZupanijsku rukometnu ligu ulaze RK , Cicvara” iz
Bedekovéine i toéno jedna od sljede¢ih triju moméadi: RK |, Kajgana” iz Spickovine,
RK , Cevap” iz Luga i RK ,Majburger” iz Purmanca. Svaki od navedenih triju
protivnika RK  “Cicvara” je jednakovjerojatan, tj. medu njima nema
“najvjerojatnijega” drugoga sudionika doigravanja. Statistike dosadasnjih
medusobnih ogleda RK “Cicvara” sa svakom od njih zadane su u tablici 1.

Momcad Ukupan broj susreta Pobjeda Pobjeda Broj
s RK , Cicvara* RK ,Cicvara® | momcadi | remija
RK | Kajgana' 11 5 5 1
RK ,, Cevap* 12 6 6 0
RK ,, Majburger® 13 7 4 2
Tablica 1.

Isplati 1li se kladiti da ¢e prva utakmica doigravanja zavrsiti pobjedom RK
“Cicvara”? (Kladenje na neki dogadaj isplati se ako je vjerojatnost toga dogadaja
strogo veca od 0.5.) Objasnite svoj odgovor.

. U natjecanju u znanju vjerojatnosti i statistike natjecu se dvije ekipe. Ekipu
Probability freaks tvore tri mladi¢a i dvije djevojke. Ekipu Statistics freaks tvore
dva mladic¢a i tri djevojke. Na slucajan nacin najprije biramo jednu ekipu, a potom
jednoga natjecatelja iz te ekipe. Pretpostavimo da je vjerojatnost izbora svake ekipe
upravno proporcionalna broju djevojaka u toj ekipi. Izracunajte vjerojatnost da je
izabrani natjecatelj mladic.

(problem Montyja Halla') Natjecatelj u TV-showu treba odabrati toéno jedna od
triju vrata. Iza tocno jednih vrata nalazi se slika novoga automobila, a iza svake od
preostalih dviju vrata slika koze. Cilj natjecatelja je odabrati vrata iza kojih se
nalazi slika automobila jer tada (i samo tada!) osvaja automobil. Voditelj TV-showa
unaprijed zna koja slika se nalazi iza svakih vrata. Nakon Sto natjecatelj izabere
tocno jedna vrata, voditelj showa otvara tocno jedna od preostalih vrata iza kojih se
nalazi slika koze, te nudi natjecatelju promjenu izbora vrata. (Ako moze birati
vrata iza kojih je slika koze, voditelj ¢e to uciniti na slu¢ajan nacin.) Isplati li se
natjecatelju promijeniti prvotni izbor? Objasnite svoj odgovor.

! Monty Hall (1921. — 2017.), americki televizijski voditelj, najpoznatiji po showu Let's make a Deal.
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5. Ciro je ozbiljan student preddiplomskoga struénoga studija elektrotehnike koji
petkom naveder uéi vjerojatnost i statistiku. Njegov cimer Spiro petkom naveder
izlazi u noéni zivot. Pritom u 40% slucajeva izlazi u kino sa svojom djevojkom, a u
svim preostalim sluc¢ajevima izlazi u obliznji narodnjacki klub sa svojom “ekipom”

iz rodnoga Donjega Muca.

Izade 1i Spiro van sa svojom djevojkom, vjerojatnost da ¢e prespavati kod nje iznosi
30%. Ako, pak, izade u narodnjacki klub, vjerojatnost da ¢e sudjelovati u tudi i
provesti noé¢ u pritvoru iznosi 40%. (Pritom pretpostavljamo da, ako Spiro ne
prespava kod djevojke ili ne zavrsi u pritvoru, onda se obavezno vraca u sobu koju

dijeli s Cirom i prespava u toj sobi.)

Jedne subote ujutro Ciro se probudio i utvrdio da Spiro nije prespavao u njihovoj
sobi. Izra¢unajte vijerojatnost da je Spiro proveo noé¢ u pritvoru.

6. Nekim binarnim kanalom prenose se podaci zapisani (samo) pomocu znakova 0 i 1.
Vjerojatnost da je poslani znak jednak 1 iznosi 55%, a vjerojatnost da je poslani
znak pogresno primljen (i interpretiran) iznosi 20%. Ako je primljen (i
interpretiran) znak 1, izracunajte vjerojatnost da je poslani znak jednak 0.

7. Prigodom Meghanina i Harryjeva vjencanja slavna proroc¢ica Vidovita Esmeralda
kao svadbeni im je dar urucila svoje proricanje da ¢e sigurno imati to¢no osmero
zajednicke djece, pri ¢emu je vjerojatnost da svako od njih bude djecak jednaka 0.6.

Izracunajte vjerojatnost da barem petero Meghanine i Harryjeve djece budu djecaci.
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Rezultati zadataka

1. Oznacimo M = {izabranu posiljku isporuc¢uje Mucéak trade}, S = {izabranu pogiljku
isporucuje Salabajzer commerce} i A = {izabrana pogiljka nije pravovremeno dostavljena}.

Lako se provjeri da je skup S ={M .S } potpuni sustav dogadaja. Iz podataka u zadatku
slijedi:

P(M)=40%=§,

P(S)=1-P(M)=1-

W o
| W

>

P(AIM)=20%=§,

P(A|§)=10%=i.
10

Trazimo vjerojatnost P(A). Primijenimo formulu potpune vjerojatnosti, pa dobijemo:

ST o
510 50

P(A)=P(M)-P(AIM)+P(S)-P(AlS) =

(RN
| =

2. Ozna¢imo K = {u prvoj utakmici doigravanja igra RK , Kajgana“}, C = {u prvoj utakmici
doigravanja igra RK , Cevap“}, M = {u prvoj utakmici doigravanja igra RK , Majburger*}.
Lako se provjeri da je A={C,K,M} potpuni sustav dogadaja, te da vrijede jednakosti:

, 1
P(C)=P(K)=P(M) =7
Nadalje, neka je B = {u prvoj utakmici doigravanja pobijedila je RK  Cicvara“}. Iz
navedene tablice (statistickih pokazatelja) proizlazi:

5 6 1 7
P(BIA)=—, P(BIA)=—=—, P(BIA)=—.
(BlA)=-7, P(BIA) ==, P(BIA) =7

Primjenom formule potpune vjerojatnosti slijedi da je trazena vjerojatnost jednaka:

=l
11

427 429 1

1 7
P(B)=P(A) P(BIA)+P(A)- P(BI A))+ P(A;) P(Bl A) = 315 858 88 2

11
+——+
32

W | =

Dakle, ne isplati se kladiti u pobjedu RK ,, Cicvara®.

3. Izracunajmo najprije vjerojatnost izbora svake pojedine ekipe. Oznacimo vjerojatnost izbora
ekipe Probability freaks sap,, a vjerojatnost izbora ekipe Statistics freaks sap,. Te

vjerojatnosti se odnose kao 2:3. To znaci da postoji k>0 takav da su p,=2-k, p,=3-k.

Zbroj tih vjerojatnosti mora biti jednak 1 jer toCno jedna ekipa mora biti izabrana.
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UvrStavanjem p, =2-k, p,=3-ku jednakost p, +p,=1 dobijemo 5-k=1, a odavde je

1 1 2 1
k =—. Dakle, =2.===p =3.=
5 pl 5 5 p2 5

| W

Dogadaji H, = {izabrana je ekipa Probability freaks} i H, ={izabrana je ekipa Statistics

freaks} tvore potpun sustav dogadaja. Neka je A = {izabrani natjecatelj je mladi¢}.

Mladica iz ekipe Probability freaks mozemo izabrati na 3 nacina, a jednu osobu iz iste ekipe

na 5 nacina. Zbog toga je P(AlH,) =§.

Mladica iz ekipe Statistics freaks mozemo izabrati na 2 nacina, a jednu osobu iz iste ekipe

na 5 nacina. Zbog toga je P(AIH,) =§.

Primjenom formule potpune vjerojatnosti slijedi da je trazena vjerojatnost jednaka:

L

23 32
P(A)=P(H))-P(AlH)+P(H,)-P(AlH,)==-—+=-==—4+
(A)=P(H,)- PALH )+ P(H,)- PATH,) =2 S+ o= o+ o=

4. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su vrata oznacena brojevima 1, 2 i 3,
da je natjecatelj izabrao vrata oznacCena brojem 1 i da je voditelj potom otvorio vrata

oznacena brojem 2.

Za svaki ie[3] neka je A = {slika automobila se nalazi iza vrata oznacena brojem i}.

Tada je {A,A,,A,} potpuni sustav dogadaja. Ocito je P(A,.):%, Vie[3].

Neka je K = {voditelj je otvorio vrata oznacena brojem 2}. Ocito je tada P(A,IK)=0 jer

ako voditelj otvori vrata oznacena brojem 2, onda iza tih vrata ne moze biti slika

automobila. Trebamo usporediti vjerojatnosti P(A 1K) i P(A;1K). U tu svrhu odredimo:

1
P(K | Al):E (slika automobila se nalazi iza vrata br. 1., pa voditelj na slucajan nacin bira

hoce i otvoriti vrata br. 2 ili vrata br. 3),
P(K1A,)=0 (ako je iza drugih vrata slika automobila, onda, prema zahtjevu zadatka,

voditelj ne smije otvoriti ta vrata),

P(K1A,)=1 {slika automobila se nalazi iza vrata br. 3., pa voditelj nuzno mora otvoriti

vrata br. 2 jer ne smije otvoriti ni vrata br. 1 (koja je izabrao natjecatelj), ni vrata br. 3
(jer bi otkrio da se iza tih vrata nalazi slika automobila)}.

Primjenom Bayesove formule dobivamo:

PA)-PKIA)
PA)- PKIA)+P(A)- PKI A)+P(A)- KT A)

PAIK)= =(zbogP<A>=P<Az>=P<A3>=§ iPK] Az>:0j:
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11
__ PK4 2 21
PKIA)+PKIA) 1,033
2 2
Kl 1 1 21
ralk=— KA 11 2.1 ik
PKIA)+RKIA) 1 3 33
2 2

Dakle, isplati se promijeniti prvotni izbor.

Napomena: ,Prirodan® zakljucak da se ne isplati promijeniti izbor zbog navodne jednakosti

1
P(AIIK):P(ABIK):E posljedica je netocne pretpostavke da voditelj otvara vrata nezavisno o

slici koja se nalazi iza tih wvrata. Preciznije, ovaj slucaj nastupa ako pretpostavimo da
voditelj na sluc¢ajan nacin bira vrata razlicita od vrata koja je izabrao natjecatelj i otvara ih

bez obzira je li iza tih vrata slika automobila ili slika koze. DokaZite!

5. Neka su D = {Spiro je izasao u kino s djevojkom}, N = {Spiro je izagao u narodnjacki
klub} i B = {Spiro nije proveo no¢ u svojoj sobi}. Lako se provjeri da je skup A ={D,N}
potpuni sustav dogadaja, pri ¢emu su P(D)=04, P(N)=1-P(D)=0.6, P(BI D)=0.3, P(BIN)=04.

Trazimo vjerojatnost P(N |B). Primjenom Bayesove formule dobijemo:

P(N)-P(BIN) _0.6-0.4
P(D)-P(BID)+P(N)-P(BIN) 0.4-03+0.6-0.4

2
P(NIB)= —.
( ) 3
6. Neka su N = {poslani znak jednak je 0}, J = {poslani znak jednak je 1} i B = {primljeni (i
interpretirani) znak je 1}. Lako se provjeri da je skup A ={J ,N } potpun sustav dogadaja,
pri ¢emu su P(J)=0.55 P(N)=1-P(J)=0.45, P(BIJ)=0.81P(BIN)=0.2. Trazimo

vjerojatnost P(N |B). Primjenom Bayesove formule dobijemo:

P(NIB) = P(N)-P(BIN) _ 0.45-0.2 :2
P(J)-P(BIJ)+P(N)-P(BIN) 0.55-0.8+0.45-0.2 53

7. Pretpostavimo da je uspjeh = {roden je djecak}, pri ¢emu je vjerojatnost uspjeha p=0.6.
Trazimo vjerojatnost da se u ukupno n=8 izvedbi sluc¢ajnoga pokusa dogodi barem k=5
uspjeha. Vjerojatnost da se u ukupno n=8 izvedbi slucajnoga pokusa dogodi to¢no k

8
uspjeha rac¢unamo prema formuli p, =(k)0.6k 0.4%%, Vke [5]0 , pa je trazena vjerojatnost

jednakas:

S 8 8 8 8
p = Zpk = .0.6°-04° + -0.6°-0.4% + -0.6"-04+ -0.6° = 0.594806 .
k=5 5 6 7 8
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