
 

Matematika 2  

(preddiplomski stručni 

studij elektrotehnike) 

2.4. Harmonijska analiza.  

Fourierov red  

- zadaci 
 

© mr.sc. Bojan Kovačić, viši predavač 1 

1. a) Neka je :f →ℝ ℝ   neparna (2 )π⋅ − periodična funkcija. Izračunajte ( )f k π⋅ , za 

svaki k ∈ℤ . Posebno, izračunajte vrijednosti ( )f π−  i ( )f π . 
 

b) Neka je :g →ℝ ℝ  neprekidna (2 )π⋅ −  periodična funkcija. Pretpostavimo da su 

1 2, ,...a a  Fourierovi koeficijenti uz kosinuse višestrukih lukova u razvoju funkcije g u 

Fourierov red  na segmentu [ ],  π π− . Izračunajte zbroj reda 
0

n

n

a
+∞

=

 . 

  

2. Za svaku od sljedećih (2 )π⋅ − periodičkih realnih funkcija grafički provjerite 

valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [ ],  π π− , pa napišite prva četiri člana 

(različita od nule) pripadnoga Fourierova reda na istom segmentu: 
 

[ ]

[ ]

0,  za ,0 ;
) ( )

1,  za 0,  ;

1,  za ,0 ;
) ( )

0,  za 0,  ;

1,  za ,0 ;
) ( )

,  za 0,  .

x
f x

x

t
g t

t

u
h u

u u

π

π

π

π

π

π

 ∈ −
= 

∈

− ∈ − 
= 

∈  

 ∈ −
= 

∈

a

b

c

  

 

3. Neparna (2 )π⋅ − periodična funkcija :f →ℝ ℝ  ima svojstvo:  
 

( ) ,  za svaki 0,  
4

f x x
π

π= ∈  . 

 

a) Isključivo grafički provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [ ], π π− . 

Sve svoje tvrdnje precizno obrazložite. 
 

b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [ ],  π π−  Fourierovim polinomom 7. 

stupnja. 
 

c) Koristeći rezultat b) podzadatka izračunajte zbroj 
1

1

( 1) 1 1 1
1 ...

2 1 3 5 7

k

k k

−+∞

=

−
= − + − +

⋅ −
  . 

  

4. Parna (2 )π⋅ − periodična  funkcija :g →ℝ ℝ   ima svojstvo:  
 

[ ]( ) ,  za svaki 0,  g t t t π= ∈  . 

 

a) Isključivo grafički provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [ ], π π− . 

Sve svoje tvrdnje precizno obrazložite. 
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b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [ ],  π π−  Fourierovim polinomom 7. 

stupnja. 
 

c) Koristeći rezultat b) podzadatka, izračunajte točne vrijednosti zbrojeva redova  

2
1

1 1 1 1 1
1 ...

4 9 16 25k k

+∞

=

= + + + + +   i  
2

1

1 1 1 1
1 ...

(2 1) 9 25 49k k

+∞

=

= + + + +
⋅ −

 . 

 

5. Neparna (2 )π⋅ −  periodična funkcija :h →ℝ ℝ   ima svojstvo:  
 

[ )2( ) ,  za svaki 0,  h u u u π= ∈  . 

 

a) Isključivo grafički provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [ ],  π π− . 

Sve svoje tvrdnje precizno obrazložite. 
 

b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [ ],  π π−  Fourierovim polinomom 4. 

stupnja. 
 

6. Parna (2 )π⋅ − periodična realna funkcija :p →ℝ ℝ  ima svojstvo:  
 

[ ]( ) ,  za svaki 0,  w
p w e w π= ∈  . 

 

a) Isključivo grafički provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [ ],  π π− . 

Sve svoje tvrdnje precizno obrazložite. 
 

b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [ ],  π π−  Fourierovim polinomom 4. 

stupnja. 
 

7. (2 )π⋅ − periodična realna funkcija g ima svojstvo: 
 

[ ]6 ,  za ,  0 ,
( )

12 , za 0,  .

t
g t

t

π π

π π

 ⋅ ∈ −
= 

⋅ ∈
 

 

a) Grafički provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [ ],  π π− . Sve 

svoje tvrdnje precizno obrazložite.  
 

b) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom 3. stupnja na segmentu 

[ ],  π π− . 

 

8. Napišite prva četiri člana (različita od nule) razvoja realne funkcije ( )g x x=   u 

Fourierov red na segmentu [ ],  π π− . 
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Rješenja zadataka 
 

 

1. a) Iz neparnosti funkcije f slijedi (0) 0f = . Odatle zbog (2 )π⋅ − periodičnosti slijedi 

(2 ) 0,  .f k kπ⋅ ⋅ = ∀ ∈ℤ  Preostaje izračunati vrijednosti funkcije f za neparne 

višekratnike broja π. U tu je svrhu dovoljno izračunati ( )f π . Iz neparnosti funkcije f 

slijedi ( ) ( )f fπ π− = − , a iz (2 )π⋅ − periodičnosti ( ) ( )f fπ π− = . Lijeve strane tih 

jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Tako iz ( ) ( )f fπ π− =  slijedi 

( ) 0f π = . Zbog toga je ( ) 0,  ,f k kπ⋅ = ∀ ∈ℤ  pa posebno i ( ) 0f π− = . 
 

b) Neka je ( )
0

( ) cos( ) sin( )n n

n

g x a n x b n x
+∞

=

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  Fourierov razvoj funkcije g u 

trigonometrijski  red na segmentu  [ ], π π− . Iz činjenice da je g  neprekidna na ℝ slijedi 

da je g  neprekidna na [ ],  π π− . Zbog toga u svakoj točki [ ],  c π π∈ −  pripadni Fourierov 

red konvergira prema ( )g c . Posebno, za 0c =  trigonometrijski red 

( )
0

cos( 0) sin( 0)n n

n

a n b n
+∞

=

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  konvergira prema (0)g . Odatle izravno slijedi da red 

0

n

n

a
+∞

=

 konvergira prema (0)g . Dakle, traženi je zbroj jednak (0)g .  

 

2. 
 

a) Vidjeti sliku 1. 
 

 
Slika 1. 

 

f ima prekid u točkama 0x =  i x π= , te nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog 

toga vrijede oba Dirichletova uvjeta. Nadalje, 
 

( )

0

sin (2 1)1 2 2 2 1 2
( ) sin sin(3 ) sin(5 ) ...

2 3 5 2 2 1k

k x
f x x x x

kπ π π π

+∞

=

⋅ + ⋅
= + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + = + ⋅

⋅ ⋅ ⋅ +
 . 
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b)  Vidjeti sliku 2. 

 
Slika 2. 

 

g ima prekid u 0t =  i t π= , te nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga vrijede 

oba Dirichletova uvjeta. Nadalje, 
 

( )

0

sin 2 1)1 2 2 2 1 2
( ) sin sin(3 ) sin(5 ) ...

2 3 5 2 2 1k

k t
g t t t t

kπ π π π

+∞

=

⋅ + ⋅
= − + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + = − + ⋅

⋅ ⋅ ⋅ +
 . 

 

c) Vidjeti sliku 3. 

 

 
Slika 3. 

 

h  ima prekid u točkama u π= −  i 0u = , te strogi lokalni minimum 0 za 0u = . Zbog 

toga vrijede oba Dirichletova uvjeta. Nadalje,  
 

( ) ( )1

2
0 1 0

1 2 2 1 2 1 2
( ) cos 1 sin sin(2 ) cos(3 ) 1 sin(3 ) ...

2 4 2 9 3

cos (2 1) sin (2 1)1 2 ( 1) sin( ) 2

2 4 (2 1) 2 1

k

k k k

h u u u u u u

k u k uk u

k k k

π

π π π π

π

π π

−+∞ +∞ +∞

= = =

   
= + − ⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ +   

⋅   

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅− ⋅ ⋅
= + − ⋅ + − ⋅

⋅ + ⋅ +
  

 



 

Matematika 2  

(preddiplomski stručni 

studij elektrotehnike) 

2.4. Harmonijska analiza.  

Fourierov red  

- zadaci 
 

© mr.sc. Bojan Kovačić, viši predavač 5 

3. 
 

a) Vidjeti sliku 4. 
 

 
Slika 4. 

 

f  ima prekid u  točkama x π= − , 0x =  i x π= , a nema niti jedan strogi lokalni 

ekstrem. Zbog toga vrijede oba Dirichletova uvjeta. 
 

b) 
( )

7

1

sin (2 1)1 1 1
( ) sin sin(3 ) sin(5 ) sin(7 ) ( )

3 5 7 2 1k

k x
F x x x x x f x

k

+∞

=

⋅ − ⋅
= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  =

⋅ −
 . 

 

c) Za 
2

x
π

=  dobijemo 
1 1 1

sin sin 3 sin 5 sin 7 ...
2 2 3 2 5 2 7 2

f
π π π π π       

= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +       
       

, a 

odatle izravno slijedi 
1

1

( 1) 1 1 1
1 ...

2 1 3 5 7 4

n

n n

π
−+∞

=

−
= − + − + =

⋅ −
 . 

 

4. 
 

a) Vidjeti sliku 5. 
 

 
Slika 5. 

 

g  je neprekidna na [ ],  π π− te ima strogi lokalni minimum 0 za 0t = . Zbog toga vrijede 

oba Dirichletova uvjeta. 
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b) 
 

( )
7 2

1

cos (2 1)4 4 4 4 4
( ) cos cos(3 ) cos(5 ) cos(7 ) ( )

2 9 25 49 2 (2 1)k

k t
F t t t t t g t

k

π π

π π π π π

+∞

=

⋅ − ⋅
= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  = − ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
 . 

 

c) Za 0t =  dobijemo:  
 

4 4 4 4
(0) cos(0) cos(3 0) cos(5 0) cos(7 0) ...,

2 9 25 49

4 1 1 1
0 1 ...

2 9 25 49

g
π

π π π π

π

π

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅

 
= − ⋅ + + + + 

 

 

 

Odatle izravno slijedi 
2

2
1

1 1 1 1
1 ...

(2 1) 9 25 49 8k k

π+∞

=

= + + + + =
⋅ −

 . 

 

 Nadalje, označimo li 
2

1

1

k

S
k

+∞

=

= , onda je:  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... 1 ... 1 ...

2 3 4 5 6 2 4 6 3 5 2 2 3

1 1 1
1 ...

3 5 4 8

S

S
π

     
= + + + + + + = + + + + + + + = ⋅ + + + +     

     

 
+ + + + = ⋅ + 
 

 

 

Odatle izravno slijedi 
2

6
S

π
= . 

 

5. 
 

a) Vidjeti sliku 6. 
 

 
Slika 6. 

 

h  je neprekidna na [ ],  π π−  i nema niti jedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga vrijede 

oba Dirichletova uvjeta. 



 

Matematika 2  

(preddiplomski stručni 

studij elektrotehnike) 

2.4. Harmonijska analiza.  

Fourierov red  

- zadaci 
 

© mr.sc. Bojan Kovačić, viši predavač 7 

b)  
 

( )

4

3
1 1

8 2 8
( ) 2 sin sin(2 ) sin(3 ) sin(4 )

3 27 2

2 8 1 sin(2 )
( ) sin (2 1) 2

2 1 (2 1)n n

F u u u u u

n u
h u n u

n n n

π
π π π

π π

π
π

π

+∞ +∞

= =

   
= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅   

⋅   

  ⋅ ⋅ ⋅
 = − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅  

⋅ − ⋅ −  
 

. 

 

Graf polinoma F
4
  prikazan je na slici 7. 

 

 
Slika 7. 

 

6. 
 

a) Vidjeti sliku 8. 
 

 
Slika 8. 

 

p  je neprekidna  na [ ],  π π− i ima strogi lokalni minimum 1 za 0x = . Zbog toga vrijede 

oba Dirichletova uvjeta. 
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b)  
 

4

2
0

1 1 2 ( 1) 1 2 1
( ) cos cos(2 ) cos(3 ) cos(4 )

5 5 17

2 ( 1) 1
( ) cos( )

( 1)

n

n

e e e e e
F w w w w w

e
f w n w

n

π π π π π

π

π π π π π

π

+∞

=

− + ⋅ − + ⋅ −
= − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 

⋅ ⋅ ⋅

− ⋅ −
 = ⋅ ⋅ ⋅

+


. 

 

Graf polinoma F
4
 prikazan je na slici 9. 

 

 
Slika 9. 

 

7. a) Nacrtajmo najprije graf zadane funkcije na segmentu [ ],π π− . Dobivamo sliku 10. 

 

 
 

Slika 10. 

  

Iz slike 10. vidimo da zadana funkcija na segmentu [ ],π π−  ima prekid u točkama 

0t =  i t π= , a nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga vrijede oba 

Dirichletova uvjeta.  
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b) Odredimo najprije izraze za koeficijente 0 ,   i ,  n na a b n ∈ℕ : 
 

[ ] [ ]

0 0

0

0 0

0
0

0

0

0

1 1 1
( ) d ( ) d ( ) d 6 d 12 d

2 2 2

1
6 d 12 d 3 6 3 ( ) 6 9 ,

2

1 1
( ) cos( ) d ( ) cos( ) d

n

a g t t g t t g t t t t

t t t t

a g t n t t g t n t t

π π π

π π π

π
π

π

π

π

π π

π π
π π π

π π π π π
π

π π

− − −

−

−

− −

   
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =   

⋅ ⋅ ⋅   

 
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ = − ⋅ − + ⋅ = ⋅ 

⋅  

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

    

 

 
0

0 0

0 0

0

0

( ) cos( ) d

1
6 cos( ) d 12 cos( ) d 6 cos( ) d 12 cos( ) d

1 1
6 sin( ) 12 sin( ) 6 (0 0) 12 (0 0) 0,  ;

1
( ) sin(n

g t n t t

n t t n t t n t t n t t

n t n t n
n n

b g t

π

π π

π π

π

π

π π
π

π

− −

−

 
+ ⋅ ⋅ ⋅ = 

 

 
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = 

 

   
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − + ⋅ − = ∀ ∈      

= ⋅ ⋅



   

ℕ

0

0

0 0

0 0

0

1
) d ( ) sin( ) d ( ) sin( ) d

1 1
6 sin( ) d 12 sin( ) d 6 sin( ) d 12 sin( ) d

1 1
6 cos( ) 12 cos(

n t t g t n t t g t n t t

n t t n t t n t t n t t

n t n t
n n

π π

π π

π π

π π

π

π

π π π π
π π

− −

− −

−

 
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = 

 

   
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =   

   

 
= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅  

  

   

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

6 12
) 1 cos( ) cos( ) 1

0,  za sve parne ,
6 12 6

1 cos( ) 1 cos( ) 1 cos( ) 12
,  za sve neparne .

n n
n n

n

n n n
n n n n

n

π

π π

π π π

 
= − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − =  

∈


= − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ = 
∈

ℕ

ℕ

 

 

Odatle lagano izračunamo 1 312,  4b b= = , pa je traženi polinom  
 

3
( ) 9 12 sin 4 sin(3 )F t t tπ= − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ . 

 

8. Uočimo da je g parna funkcija. Zbog toga je 0,  nb n= ∀ ∈ℕ , pa dobivamo: 
 

( )

2

0

0

2 2

00

2

1 3 5

1 1 1
d ,

2 2

2 2 1 1 2
cos( ) d cos( ) sin( ) cos( ) 1

4
,  za neparne ,

0,  za parne 

4 4 4
,  ,  ,...

9 25

4 4
( ) cos

2 9

n

a x x

a x n x x n x x n x n
n n n

n
n

n

a a a

g x x

π

ππ

π
π

π π

π
π π π

π

π π π

π

π

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

 
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − =  ⋅ 


− ∈

= ⋅
 ∈

 = − = − = −
⋅ ⋅

 = − ⋅ −
⋅





ℕ

ℕ

4
cos(3 ) cos(5 ) ...

25
x x

π π
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⋅

 


