3. OBICNE DIFERENCIJALNE
JEDNADZBE

3.1. POJAM OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE.
CAUCHYJEV PROBLEM.



3.1.1. POJAM OBICNE DIFERENCIJALNE
JEDNADZBE

» U dosadasnjem dijelu predmeta razmatrali smo jednadzbe
koje su imale sljede¢a zajednicka obiljezja:
» 1.) nepoznanica je bila realan broj;

» 2.) svaka jednadzba se mogla svesti na oblik f (z) = 0, gdje
je f realna funkcija ciji je analiticki izraz sadrzavao
nepoznanicu z i poznate (“konkretne”) realne brojeve.

» Obicna diferencijalna jednadzba (skraceno: ODJ) je
jednadzba sa sljede¢im svojstvima:

» 1.) nepoznanica je realna funkcija jedne realne varijable;

» 2.) lijeva strana jednadzbe je izraz koji sadrzi nepoznatu
funkciju i/li barem jednu njezinu derivaciju.
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3.1.1. POJAM OBICNE DIFERENCIJALNE
JEDNADZBE

Formalno, oznac¢imo y = y(x), gdje je y funkcija, a x njezina

nezavisna varijabla.

Obicna diferencijalna jednadzba (ODJ) je jednadzba oblika
» Flz, vy, v/, ..., y) =0

gdje je F' neka realna funkcija n 4+ 1 realnih varijabli.

Red ODJ jednak je najvisem redu derivacije nepoznate funkcije

.

Posebno:

ako je jednadzba oblika F(z, y, ') = 0, kazemo da je rije¢ o
obicnoj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda;

ako je jednadzba oblika F(x, y, v, v'’) = 0, kazemo da je rije¢ o
obic¢noj diferencijalnoj jednadzbi 2. reda.
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3.1.2. ROESENJE OBICNE
DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

» Svaka funkcija y = y(x) koja uvrstena u ODJ daje
identitet koji vrijedi za svaki x iz prirodne domene
funkcije y naziva se rjesenje obicne diferencijalne
jednadzbe.

» Funkcija y = y(x) nije rjesenje ODJ ako njezinim
uvrstavanjem u ODJ dobijemo izraz koji nije istinit za
barem jedan x iz prirodne domene funkcije .

» Krivulja (graf funkcije y) koja odgovara svakom
pojedinom rjesenju ODJ naziva se integralna
krivulja.
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3.1.3. POJAM OPCEGA I PARTIKULARNOGA RJESENJA
OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE.

U skladu s tim, opée rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe 1. reda je skup

funkcija G(z, y, C) = 0 takav da uvrstavanjem svakoga elementa toga skupa u ODJ
dobivamo identitet (CeR je proizvoljna konstanta).

Analogno, opcée rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe 2. reda je skup

funkcija G(z, y, C;, C,) = 0 takav da uvrstavanjem svakoga elementa toga skupa u
ODJ dobivamo identitet (C}, C, € R su proizvoljne konstante).

Kao i neodredeni integral, opée rjesenje ODJ je skup sastavljen od funkcija koje se
medusobno razlikuju za vrijednost (barem jedne) realne konstante.

Vazno: U cijelom poglavlju pretpostavljat ¢emo da je svako rjesenje ODJ reda n
funkcija klase C", tj. neprekidna funkcija takva da sve derivacije f, f’, .., £ postoje i
neprekidne su. (Vrlo cesto ¢e te funkcije biti klase C*, tj. neprekidne funkcije koje
imaju derivacije bilo kojega reda i te derivacije su neprekidne funkcije.)

Pojedine elemente opcega rjesenja nazivamo partikularna rjeSenja. Njih dobivamo
tako da umjesto nepoznatih realnih konstanti uvrstimo “konkretne” realne brojeve.

I partikularna rjeSenja takoder moraju biti klase C".
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3.1.4. POJAM OPCEGA I PARTIKULARNOGA
RJESENJA OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE.

Za razliku od “obicnih” jednadzbi, za ODJ vrijedi tvrdnja:

Ako obicna diferencijalna jednadzba ima barem jedno rjesenje,
onda ta jednadzba ima beskonacno mnogo rjesenja.

Medutim, sva ta rjeéenja su ,vrlo slicna”. Npr. lako se vidi da su
funkcije vy, = 2 4+ 11 Y, = T + 2 rjesenja ODJ v = 1. Moze se
pokazati da su sva rjesenja te ODJ dana izrazom y = z + C,
gdje je CeRR.

Dakle, rjesenja obicnih diferencijalnih jednadzbi podudaraju se

do na wrijednost nekih konstanti (analogno kao i primitivne
funkcije!).

Nadalje, u rjesenjima obicnih diferencijalnih jednadzbi 1. reda
uvijek se pojavljuje jedna realna konstanta cija je wvrijednost
proizvoljna.

U rjesenjima obicnih diferencijalnih jednadzb: 2. reda pojavijuju
se dvije takve realne konstante.
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3.1.5. CAUCHYJEV PROBLEM

Znamo da ako ODJ ima barem jedno rjesenje, onda ta
ODJ ima beskonac¢no mnogo razlicitih rjesenja.

U slucaju ODJ 1. reda, sva ta rjesenja se razlikuju za
tocno jednu realnu konstantu (C), a u sluéaju ODJ 2. reda,
ta rjesenja se razlikuju za tocno dvije realne konstante (C
i Gy).

Dodatnim zadavanjem tocno jedne vrijednosti mepoznate
funkcije y u proizvoljnoj tocki iz njezine prirodne domene
mozemo posti¢i da ODJ 1. reda ima jedinstveno rjesenje.
Dodatnim zadavanjem tocno dvije vrijednosti mepoznate
funkcije y u dvjema proizvoljnim razli¢itim tockama iz
njezine prirodne domene mozemo posti¢i da ODJ 2. reda
ima, jedinstveno rjesenje.

Ova dodatna zadavanja vode na tzv. Cauchyjev problem
kojega smo ve¢ susreli kod neodredenih integrala.
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3.1.5. CAUCHYJEV PROBLEM

» Ako umjesto n razli¢itih vrijednosti funkcije y zelimo
odabrati totno jednu vrijednost x, € D(y), onda se

Cauchyjev problem moze formulirati ovako:

(F(x,y,y',...,y(”)) =0,
< y(xo) = d,,

\ Yy (x,)=a,.

» U ovom slucaju umjesto n razlicitih vrijednosti
funkcije y zadajemo vrijednost funkcije y u tocki x,, te
(ovisno o redu ODJ) wvrijednosti prve, druge, ... (n — 1)
— ve derivacije te funkcije.
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3.1.5. CAUCHYJEV PROBLEM
» Opci oblik Cauchyjeva problema glasi:

(F(x,y,y',...,y(”)) =0,
) y(xl) — ala
y(x,)=a,.

» pri ¢emu su zy,.., x, € D(y) i a,.., a,€R konstante

» Izrazi y(z,) = ay,.., y(z,) = a, nazivaju se pocetni uvjeti.
Broj pocetnih uvjeta je uvijek jednak redu ODJ.

» Ako pripadna ODJ uopcée ima rjesenja, onda Cauchyjev
problem ima jedinstveno rjesenje.
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3.1.5. CAUCHYJEV PROBLEM

» Svaki Cauchyjev problem za ODJ 1. reda ima
tocno jedan pocetni uvjet (obi¢no: vrijednost
funkcije y u nekoj tocki iz njezine prirodne
domene).

» Svaki Cauchyjev problem za ODJ 2. reda ima
tocno dva pocetna wuvjeta (obi¢no: vrijednost
funkcije y i njezine prve derivacije u nekoj
tocki iz prirodne domene funkcije vy ili
vrijednosti funkcije y u dvjema razlicitim
tockama iz njezine prirodne domene).
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