@ . Matematika 2 3.2. ODJ 1. reda sa razdvojenim

) ] | (separiranim) varijablama.
EHMCKO VELEUGISTE U ZAGRES (preddlplomskl strucni | Neke homogene ODJ 1. reda. - zadaci
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elekuotehnickiodiel studij elektrotehnike)

1. Rijesite sljedece jednadzbe:

a)y =3-x%
b) yvzctgx;
Q) x-y+y=0;

d)x-yy+x=1
)y =(y-D-(y-2);
f)x-e'-dx—y-dy=0.

2. Ravninska krivulja K ima svojstvo da svaka njezina tocka T raspolavlja odsjecak
izmedu koordinatnih osi normale povucene na K u 7. Odredite jednadzbu krivulje
K.

3. Ravninska krivulja K prolazi tockom A=(2,4). Odsjecak bilo koje njezine tangente
odreden diralistem tangente i osi apscisa ima poloviste u sjecistu te tangente s osi
ordinata. Odredite jednadzbu krivulje K.

4. Rijesite sljedece jednadzbe:
a)y =21
X
b) (x—y)-y-dx—x*-dy=0.

5. Ravninska krivulja K ima svojstvo da je odsjecak kojega na osi ordinata odsijeca
bilo koja njezina tangenta jednak apscisi diralista te tangente. Odredite jednadzbu
krivulje K.

6. Ravninska krivulja K ima svojstvo da je odsjecak kojega na osi ordinata odsijeca
bilo koja njezina normala jednak udaljenosti diralista pripadne tangente od

ishodista koordinatnoga sustava. Odredite jednadzbu krivulje K.
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RJESENJA ZADATAKA

Napomena: Ne istaknemo li drugacije, u svim rjesenjima zadataka je C'e R konstanta.

1.

a)y:j3-x2~ x=x+C;
b)y=jctgx~dx=ln|sinx|+C;

c)x-y'+y:O4:>x-y':—y@x-d—y:—y(:)d—y:—gﬁlny:—lannC(:)y:E,Ce]R*;
dx y X X
_ 42
d)x-y-y +x2:1<:)y'y:1 al (:)y~d—y:l—x(:)‘|-y~dy='|-(l—xj~dx<:)l~y2=lnx—l~x2+
dx x X 2 2
+%-C(:)x2+y2=ln(x2)+c;
' dy dy dy
Oy =(1-1)Q2-N=>"L=(01-)C-Ne ————=dre [—————=dr
dx (I-y)-2-y) '[(l—y)~(2—y) I
! =4 A, =>1=—(A+4) y+2-A+A)=>A+A,=0, 2-A+A,=1=
I—y)-2-y 1-y 2-y AT T AT
A=LA=-1= ! ! !
(1-y)-2- y) -y 2-y
S A— dx(:) — | dy=[dx=-In(1-y)+In2-y)=x+C =
j(l—y)~(2—y) I -y 2-y I
ln2_y=x+C:>y—u CeR";
1-y C-e" -1

fyx-e'-dx—y-dy=0 y~dy=x~ex-dx<:)jy-dy=jx~ex-dx

u=x vz.[ex-dx:ex
J-x~ex~dx= =x~ex—jl~ex~dx=x~ex—ex=(x—l)~e’(
du =1-dx dv=e"-dx

J-y~dy=jx~ex-dy(:)%~yz =(x—1)~ex+%-C(:) y=4/2-(x=1-e"+C.

2. Iz zadanih podataka dobivamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu:

X
y==.
y
Rijesimo tu jednadzbu:
dy x I, 1 5, 1 2 2
—=—soydy=x-dro|ydy=|xdres—y =—x+—Cs y —x =C.
xS, oY [y-dy=] S Y =g y

Prema tome, trazene krivulje su sve krivulje porodice y*>—x*=C.

3. Iz zadanih podataka dobivamo sljede¢i Cauchyjev problem:
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A
2-x,
y(2)=4.

y‘:

Rijesimo taj problem. Najprije rijeSimo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu:

1
=—-—@Ig:j%(:lny:—-lnxﬂna CeR" & y’=C-x, CeR".
y X 2

Nepoznatu konstantu C odredit ¢emo iz ¢injenice da krivulja mora prolaziti tockom A.
Uvrstenjem x =2, y=4 dobiva se jednadzba 2-C =16 iz koje je C =8. Dakle, trazena

krivulja je parabola y*=8-x.

4. a) Zadana jednadzba je o¢ito homogena. Zamijenimo y=u-x, gdje je u=u(x)

nepoznata funkcija. Deriviranjem te jednakosti dobijemo:
Yy =u-x+u,
pa uvrstavanjem u zadanu jednadzbu dobivamo:

u'-x+u:u—1,

odnosno
u-x=-1
Rijesimo ovu jednadzbu:
d—u:—l@du:—%@J.du:—J.%@u:—ln)ﬁC«:)u:C—lnx.
dx X X X

Zbog toga je konac¢no
y=u-x=C-x—x-Inx.

b) Polaznu jednadzbu najprije zapisimo u obliku

Ta jednadzba je ocito homogena. Zamjenom y=u-x i ylzu'-x+u, gdje je u=u(x)

nepoznata funkcija, dobivamo jednadzbu:

' 2
U -x+tu=u—-u",
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odnosno jednadzbu

u-x=-u
Rijesimo tu jednadzbu:

du ) du dx du dx 1 1

—X=U - =—% ——2=J.—(:>—=lnx+C(:>u= .

dx u X u X u Inx+C
Zbog toga je konacno rjesenje:

=u-x=—2>
Y Inx+C’

5. Iz zadanih podataka dobivamo homogenu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 1. reda:

Ovu jednadzbu rijesili smo u zadatku 4. a). Zbog toga su trazene krivulje svi elementi
familije y=C-x—x-Inx.

6. Iz zadanih podataka dobivamo homogenu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 1. reda:

2
y= 1+(2j +2
X X
Zamjenom y=u-x i y' =u ‘x+u, gdje je u=u(x) nepoznata funkcija, dobivamo:

| du dx du dx
Xru=Nl+u' tu=>—m—=— | —=|—=
L e Vi+u® X J‘\/l+u2 '[ x

2
:>ln(u+\/1+u2)=lnx+lnC:>u+ 1+u? =C‘x:>l+ 1+(lj =C-x=>
X X

X X

2 2 _
:y:c;lzg xz_Lz ’CER*—‘
2-C 2 C

2 2
:>1+(lj =(C-x—lj =1=C*x*-2-C-y=>

Dakle, trazene krivulje su sve krivulje iz porodice parabola

yzg-xz—L, CeR".
2 2-C
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