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Zadatak 1. Dokazite: Ako su y, i y, razli¢ita rjesenja jednadzbe y"+p-y'+q-y=0,
onda jei y=C,-y,+C, -y, rjesenje te jednadzbe, za sve C,,C, e R.

RjeSenje: Prema pretpostavci, y, i y, su razlic¢ita rjeSenja zadane jednadzbe. To znaci

da vrijede jednakosti:

»w+p-ytq -y =0,
Y2+P-y,+q-y,=0.

[zravnim uvrstavanjem funkcije y u lijevu stranu zadane jednadzbe dobivamo:

y"+P‘y'+‘I'y:(C1'Y1+C2‘Y2) +p‘(C1-y1+C2-y2) +q-(C1‘y1+C2‘y2)=
=Cy+C-y,+pCy+p-Cy,+q-C-y+q-Coy, =

=C1‘(yf+p-yl+q‘y1]+cz‘[y;ﬂ?‘y;+q‘sz=C1‘0+Cz'0=0-
%/—/

=0 =0

Dakle, i funkcija y je rjesenje zadane jednadzbe, Sto smo i tvrdili.

Napomena 1. Funkciju y dobivenu kao u zadatku 1. nazivamo superpozicija
funkcija y, i y,. (Prisjetite se sto je u Matematici 1 bila superpozicija dvaju titranja.)

Zbog toga rezultat zadatka 1. mozemo iskazati i ovako:

Ako su y, iy, razlicita rjesenja jednadzbe y"+p-y'+q-y=0, onda je i njihova

superpozicija rjesenje te jednadzbe.

Zadatak 2. Izvedite formulu za opce rjesenje jednadzbe y"+p-y'+q-y=0 uz
pretpostavku p°—4-g>0.

RjeSenje: Koristit ¢emo tzv. FEulerovu metodu. Pretpostavit ¢emo da je y=e"*
rjeSenje zadane jednadzbe za neki ke R. Trazimo upravo ovakav oblik jer znamo da
bilo koja derivacija funkcije y=e**ima oblik A-e**, za neki Ae R, pa pogodnim
izborom konstante k mozemo posti¢i ponisStavanje svih ¢lanova na lijevoj strani zadane
jednadzbe.

Prve dvije derivacije funkcije y=e"* su:

y =k-**,

X

y" =k*-e".

Njihovim uvrstavanjem u zadanu jednadzbu dobivamo:
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k*-e"*+p-k-e+q-"=0.

Znamo da za svaki xe R vrijedi nejednakost e**>0. Zbog toga gornju jednadzbu

smijemo podijeliti s ¢“*. Dobivamo:
k*+p-k+g=0.
Veli¢ine k,pi g su realni brojevi, od kojih su pig unaprijed zadani. Zbog toga je

gornja jednakost zapravo kvadratna jednadzba s nepoznanicom k. Njezina je

diskriminanta
D=p’-4-q.

Medutim, prema pretpostavci je p*>—4-¢>0, pa je D>0. To znadi da ova kvadratna

jednadzba ima to¢no dva (medusobno razlicita) realna rjesenja:

_—p+iD , _-p-D

2 : 2

k,

X

Zaklju¢ujemo da su e i €“* rjeSenja zadane jednadzbe. Prema zadatku 1., to znaci

dajei y=C, -e"* +C, - €“" rtjesenje zadane jednadzbe, za sve C,,C,€ R.

Postavlja se pitanje: ima li zadana obi¢na diferencijalna jednadzba rjeSenje koje nema
oblik C,-€"* +C,-€*? Odgovor je negativan. Preciznije, vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 1. Neka je y* bilo koje rjeSenje jednadzbe y"+p-y'+q~y:O, pri ¢emu vrijedi
p’—4-¢>0. Neka su k, i k, rjeSenja jednadbe k’+p-k+qg=0. Tada postoje

jedinstvene konstante C,,C, e R takve da je:

*

_ ky-x ky-x
y =C-e"" +C,-e7".

Zbog toga je opce rjesenje y, jednadzbe y"+p-y'+q-y:0 u slucaju p*—4-¢>0
dano formulom:
y,=C, " +C,-e"*, C,,C,e R.

Zadatak 3. Izvedite formulu za opée rjeSenje jednadzbe y +p-y +¢-y=0 uz
pretpostavku p®—4-¢<0.

RjeSenje: Analogno kao u rjesenju zadatka 2. pretpostavimo da je y=e"" rjesenje
zadane jednadzbe za neki ke R. Tada dobivamo jednadzbu k*+p-k+g=0 dcija je

diskriminanta strogo negativna. To znac¢i da su rjeSenja te kvadratne jednadzbe

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 2



@ . Matematika 2 3.4. Linearne ODJ 2. reda

(preddiplomski struéni | S konstantnim koeficijentima

POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odiel studij elektrotehnike) — rijeSeni zadaci

medusobno konjugirani kompleksni brojevi. Preciznije, postoje jedinstveni a,be R,
b#0, takvi da je:

k,=a+b-i,
k,=a-b-i.

Koristec¢i eksponencijalni oblik kompleksnoga broja, zakljucujemo da je opée rjesenje

zadane jednadzbe:

k-x k- . —b-i-)
yh:Cl.eIA+C2.ezx:Cl.e(a+bl)x+C2 e(a+bl)x C e X bl’( X bl’(:

=cos(b-x) =—sin(b-x)

-e°
=C,-e"* - (cos(b-x)+i-sin(b-x))+C, -e* (cos( —b-x)+i-sin(=b- x}

=C1~e“-(cos(b~x)+i~sin(b-x))+C2~e “(cos(b-x)—i-sin(b-x)) =
e +(C,-cos(b-x)+C,-i-sin(b-x)+C,-cos(b-x)—C, -i-sin(b-x)) =

:ea-x. (CI+C2)COS(bX)+(C1_C2)lSln(bx) =
m =C,eC

=" -(C,-cos(b-x)+C, -sin(b- x))

Primijetimo da su C;e R i C,e C. Bududi da je y,(x)e R, za C, necemo uzeti bilo
koji kompleksan broj, nego (samo) kompleksne brojeve koji su ujedno i realni brojevi.

Tako konac¢no dobivamo:

y, =€ +(C,-cos(b-x)+C, -sin(b-x)), C,,C, e R.

Napomena 2. Ako je razlog opravdan (npr. fizikalni model i sl.), skup iz kojega
biramo konstante uvijek mozemo ,smanjiti“ (s obzirom na relaciju <). Tako smo u

gornjem izvodu ,smanjili“ skup iz kojega biramo konstantu C, sa C na R. Bududi da
je RcC, provedeno ,smanjenje“ nije prouzrocilo nikakve posljedice na svojstva
funkcije y, - jednostavno, ako svaki element skupa C ima neko svojstvo, onda to isto

svojstvo ima i svaki element skupa R . Obratna tvrdnja, naravno, nije tocna.

Zadatak 4. Izvedite formulu za opce rjesenje jednadzbe y"+p-y'+q-y=0 uz
pretpostavku p® —4-¢=0.

Rjesenje: Postupkom opisanim u rjesenjima prethodnih zadataka dobivamo kvadratnu
jednadzbu k*+ p-k+¢g=0. Njezina je diskriminanta D= p*—-4-g=0, pa ta kvadratna

jednadzba ima tocno jedno realno rjesenje. Oznacimo to rjesenje s k;, Tako dobivamo:

Y = C-eéh~
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Medutim, znamo da opce rjeSenje svake obi¢ne diferencijalne jednadzbe reda 2 mora

sadrzavati tono dvije realne konstante (C, i C,). Gornje rjesenje sadrzi samo jednu
konstantu (C). Zbog toga ¢emo dodatno pretpostaviti da je C=C(x), tj. da je C
funkcija, a ne konstanta. (Analogno smo postupili i kad smo u tocki 3.3. odredivali
izraz za opce rjesenje nehomogene linearne jednadzbe 1. reda.) Prve dvije derivacije

funkcije y, (kao umnoska dviju funkcija) su:

y, =C (x)-€" +C(x)-k, - "™,
y;; = C"(x),ek1'x _I_C'(x).kl .ekl'x +C'(x)‘kl 'ekl-x +C(.x) 'k12 ‘ekl-x‘

Uvrstavanjem tih dvaju izraza i izraza y, = C(x)-€"”* u zadanu jednadZbu dobivamo:

C (x)-e"~ +C'(x)-k1 Mt +C'()c)-kl T+ C(x) ke +p-(C'(x)-ek“‘ +C(x)-k, -ek”‘)+
+q-C(x)-€"* =0, /:"" >0

C' (0)+C (x)-k,+C (x) -k, +C(x)-k}+ p-C (x)+ p-C(x)-k, +q-C(x) =0,
C'(x)+C (x)- 2k, + p)+ C(x)-(k} + p -k, +¢) =0.

Prema pretpostavci, k, je rjesenje kvadratne jednadzbe k*+p-k+¢g=0. To znadi da je

izraz u drugoj okrugloj zagradi jednak nuli. No, kako zapravo izgleda to rjesenje
iskazano pomoc¢u konstanti p i ¢? Prema formuli za rjesenje kvadratne jednadzbe je:
:—pi\/5 _ —p+0 _-P

k —o2-k+p=0.
1 2 2 > TP

Dakle, i izraz u prvoj okrugloj zagradi je jednak nuli. Tako smo dobili obi¢nu

diferencijalnu jednadzbu
C'(x)=0

koju rijesimo uzastopnim integriranjem:

C'(x=[0-dr=C,

C(x)=[C,-dx=C,-x+C,, C,C,e R,
Dakle, trazeno opce rjesenje je:

y, =(C,-x+C,)-e"", C,,C,eR.

Napomena 3. I za opéa rjesenja dobivena u zadacima 3. i 4. vrijedi odgovarajuci

analogon teorema 1. Dakle, u zadatku 3. svako rjesenje promatrane jednadzbe ima oblik
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y, =€ +(C;-cos(b-x)+C, -sin(b-x)), C,,C,e R, dok u zadatku 4. svako rjeSenje ima
oblik y, =(C,-x+C,)-¢"*, C,,C,e R.

Napomena 4. Iz izvoda u zadacima 2. — 4. proizlazi sljedeéa strategija rjesavanja
homogenih linearnih  obicnih  diferencijalnih  jednadzbi 2. reda s konstantnim

koeficijentima oblika y" + p-y' +g-y=0:

1. Rijesiti jednadzbu k*+p-k+g=0. Ovu jednadzbu nazivamo karakteristi¢na

jednadzba i skrac¢eno oznacavamo s K.J.

2. Ako K.J. ima dva razli¢ita realna rjeSenja k, i k,, onda je opce rjeSenje zadane

jednadzbe y, =C,-e"*+C,-e“", C,,C,e R.

3. Ako K.J. ima to¢no jedno realno rjesenje k,, onda je opce rjesenje zadane jednadzbe
y, =(C,-x+C,)-"*, C,,C,e R.

4. Ako K.J. ima konjugirano kompleksna rjesenja, onda s k, oznac¢imo ono rjesenje ¢iji
je imaginarni dio strogo pozitivan. Ozna¢imo a:=Re(k,), b=Im(k,). Tada je opce

rjeSenje zadane jednadzbe:

y, =€ +(C,-cos(b-x)+C, sin(b-x)), C,,C,e R.

Na rjesenje k, namjerno smo postavili uvjet Im(k,)>0 jer, zbog rezultata zadatka
1., zelimo da izmedu izraza C,-cos(b-x) i C,-sin(b-x) ostane znak +. Da smo
izabrali rjeSenje s negativnim imaginarnim dijelom, definirali bismo C,:=-C,,
zakljucili da je funkcija f(x)=—x bijekcija sa R u samoga sebe, te da, zbog toga,
ako je C,e R, onda je i C,e R. Drugim rijecima, uz nesto vise analize, dobili bismo

isti oblik opcega rjesenja kao i gore.
Zadatak 5. Rijesite sljedece jednadzbe:

a)y =3y +2-y=0;
b)y +5-y +6-y=0;
¢y —12-y +36-y=0;
d)y +10-y +25-y=0;
e)y +4-y=0;

f) y"+2-y'+2-y=0;
g)y —4-y +13-y=0.
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Rjesenje: Svaku jednadzbu rijesimo koriste¢i netom opisanu strategiju. U svim

rezultatima zadataka C,,C, e R su konstante.

a)

b)

d)

f)

g)

Ocitamo: p=-3, g=2. PridruZena K.J. glasi: k> =3-k+2=0. Njezina rjesenja su
k, =11 k,=2. Ta rjeSenja su realna i razlic¢ita, pa primijenimo korak 2. iz opisane

strategije i dobijemo: y, =C,-e*+C,-e*".

Oc¢itamo: p=35, g=6. Pridruzena K.J. glasi: k*+5-k+6=0. Njezina rjesenja su
k,=-3 i k,=-2. Ta rjeSenja su realna i razli¢ita, pa primijenimo korak 2. iz

opisane strategije i dobijemo: y, =C,-e”*+C, -e™".

Oc¢itamo: p=-12, ¢=36. Pridruzena K.J. glasi: k*-12-k+36=0. Ona ima
jedinstveno rjesenje k=6, pa primijenimo korak 3. iz opisane strategije i dobijemo:
Y = (Cl XF Cz)'eé-x'

Oc¢itamo: p=10, g=25. Pridruzena K.J. glasi: k*+10-k+25=0. Ona ima
jedinstveno rjesenje k=-5, pa primijenimo korak 3. iz opisane strategije i

dobijemo: y, =(C,-x+C,)-e”".

Oc¢itamo: p=0, g=4. Pridruzena K.J. glasi: k*+4=0. Ona ima konjugirano
kompleksna rjesenja k, =2-i i k,=-2-i. RjeSenje koje ima strogo pozitivan
imaginarni dio je k, =2-i. Odredimo: a:=Re(k,)=0, b:=Im(k,)=2, pa primijenimo

korak 4. iz opisane strategije i dobijemo: yhze_:-(Cl-COS(2-x)+C2-sin(2-x))=

0
=1

=C,-cos(2-x)+C, -sin(2- x).

Oc¢itamo: p=g=2. Pridruzena K.J. glasi: k*+2-k+2=0. Ona ima konjugirano
kompleksna rjesenja k, =-1+i i k,=—1-i. Rjesenje koje ima strogo pozitivan
imaginarni dio je k =-1+i. Odredimo: a:=Re(k)=-1, b:==Im(k)=1, pa

primijenimo korak 4. iz opisane strategije i dobijemo: y, =e ™ -(C,-cosx+C,-sinx).

Oc¢itamo: p=-4, g=13. Pridruzena K.J. glasi: k*—4-k+13=0. Ona ima
konjugirano kompleksna rjesenja k, =2+3-i i k, =2-3-i. RjeSenje koje ima strogo
pozitivan imaginarni dio je k, =2+3-i. Odredimo: a:=Re(k )=2, b:=Im(k)=3,

pa primijenimo  korak = 4. iz opisane strategije i dobijemo:
v, = e (C, -cos(3-x)+C, -sin(3- x)).

U nastavku slijedi rjesavanje nehomogenih linearnih obicnih diferencijalnih jednadzbi 2.

reda s konstantnim koeficijentima.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 6



@ . Matematika 2 3.4. Linearne ODJ 2. reda

(preddiplomski struéni | S konstantnim koeficijentima

POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odiel studij elektrotehnike) — rijeSeni zadaci

Istaknimo odmah: najprije treba mnapisati i rijesiti pripadnu homogenu
linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 2. reda s konstantnim
koeficijentima. U nastavku ¢emo tu jednadzbu kratko nazivati pripadna homogena
jednadzba. Naime, primjena navedenih metoda odnosi se isklju¢ivo na odredivanje
partikularnoga rjeSsenja zadane jednadzbe, a ne na odredivanje trazenoga opéega
rjeSenja. Prema napomenama iz tocke 3.3., trazeno opce rjesenje dobit ¢emo zbrajanjem
opéega rjeSenja pripadne homogene linearne obic¢ne diferencijalne jednadzbe 2. reda i

partikularnoga rjesenja zadane jednadzbe.

Kako smo vidjeli rjesavajucéi zadatak 5., nije nikakav poseban problem napisati i rijesiti
bilo koju homogenu linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 2. reda s konstantnim
koeficijentima. ,,Pravi“ problem u ovakvim slucajevima je odredivanje partikularnoga
rjeSenja zadane jednadzbe. Njega moZemo odrediti na (barem) dva razli¢ita nacina:
metodom neodredenih koeficijenata i metodom varijacije konstanti. Teorija kaze da je
potpuno svejedno koju metodu odabrati jer se naposljetku dobiju isti rezultati. Praksa
je ipak ponesto drugacija.

Primjena metode varijacije konstanti zahtijeva odredivanje dviju standardnih
antiderivacija (dakle, opet integriranje!) koje moze biti vrlo netrivijalno. Prednost te

metode je Sto se moze primijeniti na bilo kakav oblik funkcije smetnje.

S druge strane, metoda neodredenih koeficijenata moze se primijeniti ako funkcija
smetnje ima jedan od oblika navedenih u tablici s predavanja ili iz tablice 12.1. u
Repetitoriju  matematike za studente elektrotehnike, str. 60. Ona ne zahtijeva
integriranje, nego se svodi na deriviranje i rjeSavanje Cramerovih sustava (sustava od n

jednadzbi s n nepoznanica koji ima jedinstveno rjesenje).

U ovoj ¢emo tocki partikularno rjesenje nehomogene linearne obicne diferencijalne
jednadzbe 2. reda s konstantnim koeficijentima odredivati metodom neodredenih

koeficijenata. Primjenu metode varijacije konstanti obradit ¢emo u zasebnoj tocki.
Zadatak 6. Rijesite sljedeée jednadzbe:

a) y"—4-y'+4-y=4-x2—12-x+2;

b) y"—8-y'+7-y=l4;

Oy +2-y +y=9-¢>";

d) y"+y'—2-y=8-cos(2-t)—4-sin(2-t);
e) y"—3-y'=(3-t—2)-sint—(t+3)-cost;
£)y =2-y +10- y=8-¢ -sins;

gy +2-y =4-(x—e™);

h)y +y =20-sin’z.
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RjeSenje: a) Pripadna homogena jednadzba je y"—4-y'+4-y:0. Ocitamo:
p=—4, g=4, pa je pridruzena karakteristi¢na jednadzba k*—4-k+4=0. Ona ima
jedinstveno realno rjeSenje k, =2. Primjenom koraka 3. iz strategije rjesavanja ovoga

tipa jednadzbi zakljucujemo da je opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe:
y, =(C,-x+C,)-e*".

Funkcija smetnje je polinom drugoga stupnja f(x)=4-x>—12-x+2. Zbog toga ¢e i
partikularno rjesenje zadane jednadzbe biti polinom. Njegov je oblik odreden sljede¢im

pravilom (¢iji dokaz izostavljamo).

Pravilo 1. Ako je funkcija smetnje polinom stupnja n, onda partikularno rjesenje ima
oblik x"-Q (x), gdje su s kratnost nule u odnosu na karakteristicnu jednadzbu i Q neki
polinom stupnja n. O¢ito je s€{0,1,2} jer nula ili nije rjeSenje karakteristi¢ne
jednadzbe (tada je s=0) ili je (s joS nekim brojem) jednostruko rjesenje te jednadzbe
(tada je s=1) ili je (jedinstveno) dvostruko rjesenje te jednadzbe (tada je s=2).
Vratimo se na zadatak kojega rjesavamo. Veé smo rekli da je f polinom drugoga
stupnja, $to zna¢i da je i polinom @ istoga stupnja, tj. Q(x)=A-x*+B-x+C.
Karakteristicna jednadzba ima jedinstveno realno rjesenje k =2, pa 0 nije njezino

rjesenje. Dakle, s =0, pa partikularno rjesenje ima oblik:
y,=x"-0(x)=1-(A-x*+B-x+C)=A-x +B-x+C.
Ovdje su A,B,Ce R nepoznati realni koeficijenti koje trebamo odrediti. (Podsjetimo,

partikularno rjesenje je uvijek ,konkretna“ funkcija bez ,opc¢ih brojeva“.) Taj polinom

mora biti rjesenje zadane jednadzbe, pa odredimo njegovu prvu i drugu derivaciju:

y'p =2-A-x+B,
y, =2-A

Izraze za vy, y;, i y" uvrstimo u zadanu jednadzbu, pa dobijemo:

p

2:A-4-2- A x+B)+4-(A- X +B-x+C)=4-x"—12-x+2,
4-A-x*+(—8-A+4-B)-x+2-A—4-B+4.C=2.

Izjednacimo koeficijente uz iste potencije varijable z, pa dobijemo sustav triju linearnih

jednadzbi s tri nepoznanice:
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4.A=4,
—8-A+4-B=-12,
2-A-4-B+4.-C=2.

Njegovo je rjesenje (A, B,C)=(1,—-1,1), pa zaklju¢ujemo da je:
y, = x*—x+1.
Dakle, opce rjesenje zadane jednadzbe, a time i konacno rjesenje podzadatka je:
y=y,+y,=(C x+C,)- e +x*—x+1, C,,C,e R.

b) Pripadna homogena jednadzba je y"—8-y'+7-y=0. Ocitamo: p=-8, g=7, pa je
pridruZena karakteristicna jednadzba k°—8-k+7=0. Ona ima tofno dva realna
rjesenja: k, =1 i k,=7. Primjenom koraka 2. iz strategije rjesavanja ovoga tipa

jednadzbi zakljucujemo da je opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe:
y,=C, - +C,-e"*=C,-e"+C, "

Funkcija smetnje je konstanta f(x)=14, odnosno polinom stupnja 0. Karakteristicna

jednadzba ima tocno dva razlic¢ita realna rjesenja od kojih nijedno nije jednako nuli.
Dakle, s=0, pa ¢e partikularno rjesenje zadane jednadzbe takoder biti neka konstanta:

y,=C, CeR

Ona mora biti rjesenje zadane jednadzbe, pa odredimo njezinu prvu i drugu derivaciju:

y; = y; =0.
Izraze za vy, y;, i y;, uvrstimo u zadanu jednadzbu, pa dobijemo:

0-8-0+7-C=14 < C=2.
Zakljucujemo da je trazeno partikularno rjesenje:
y, =2
Dakle, opée rjesenje zadane jednadzbe, a time i konacno rjesenje podzadatka je:
y=y,+y,=C e +C, e’ +2, C,,C,e R.

c) Pripadna homogena jednadzba 2. reda je y"+2‘y'+y:0. Ocitamo: p=2, g=1, pa

je pridruzena karakteristi¢na jednadzba k”+2-k+1=0. Ona ima jedinstveno realno
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rjesenje k, =—1. Primjenom koraka 3. iz strategije rjesavanja ovoga tipa jednadzbi

zakljucujemo da je opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe:
v, =(C ~x+C2)-e_” =(C,-x+C,)-e".

Funkcija smetnje je eksponencijalna funkcija f(x)=9-¢**. Zbog toga ¢ée i partikularno
rjesenje zadane jednadzbe sadrzavati eksponencijalnu funkciju. Oblik toga rjesenja

preciznije daje sljedece pravilo.

Pravilo 2. Ako je funkcija smetnje eksponencijalna funkcija oblika a-e”*, onda

partikularno rjesenje ima oblik

yp :C"xs 'eﬁ-x’
gdje je s kratnost rjesenja B u odnosu na karakteristiénu jednadzbu. O¢ito je se{0,1,2}
jer Bili nije rjesenje karakteristi¢ne jednadzbe (tada je s=0) ili je s jo$ nekim realnim

brojem jednostruko rjesenje te jednadzbe (tada je s=1) ili je jedinstveno dvostruko

rjeSenje te jednadzbe (tada je s=2).

Vratimo se na zadatak kojega rjesavamo. Karakteristicna jednadzba ima jedinstveno
realno rjesenje k, =—1, pa S =2 nije njezino rjesenje. Dakle, s=0, pa ¢e partikularno

rjeSenje biti takoder eksponencijalna funkcija oblika:
Y, =C-¢™, CeR.
Odredimo njezinu prvu i drugu derivaciju:

y;) :2'C'€2lx,
y;, =4.C-e™.

Izraze za vy, y;, i y; uvrstimo u zadanu jednadzbu, pa dobijemo:

4.C-**42-2-C-e**+C-e** =9-¢**, [:e** >0
4.C+4-C+C=9<9-C=9C=1.

Zaklju¢ujemo da je:
y,=e€
Dakle, opée rjesenje zadane jednadzbe, a time i konacno rjesenje podzadatka je:

y=y,+y,=(C-x+C,))-e*+e**, C,C,eR.
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d) Pripadna homogena jednadzba je y"+y'—2-y=0. Ocitamo: p=1, g=-2, pa je
pridruZena karakteristi¢na jednadzba k*>+k—2=0. Ona ima to¢no dva razli¢ita realna
rjesenja k,=-2 i k,=1. Primjenom koraka 2. iz strategije rjeSavanja ovoga tipa
jednadzbi zakljuc¢ujemo da je opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe:
y,=C,- e +C,-e"=C e +C, €.

Funkcija smetnje je zbroj harmonijskih funkcija f(x)=8-cos(2-t)—4-sin(2-7). Tu
funkciju bismo mogli zapisati u obliku hA(t)=A-sin(2-t+ @), ali time ne bismo nista
postigli (osim Sto bismo vise pisali i produljili postupak rjesavanja podzadatka).

Partikularno rjesenje zadane jednadzbe ¢e takoder biti izraz koji ¢e sadrzavati
harmonijske funkcije. Preciznije pravilo glasi:

Pravilo 3. Ako je funkcija smetnje zbroj harmonijskih funkcija oblika
A -cos(@-t)+ A, -sin(w-t) , onda partikularno rjesenje ima oblik:

y, =t"(A-cos(w-1)+ B-cos(w-1)), A,Be R,

gdje je s kratnost broja @-i u odnosu na karakteristicnu jednadzbu. O¢ito je se {0,1}
jer @-i ili uopce nije rjesenje karakteristicne jednadzbe (tada je s=0) ili je zajedno sa

svojim konjugatom jednostruko rjesenje te jednadzbe (tada je s=1).

Vratimo se na podzadatak koji rjesavamo. Oc¢itamo w=2, pa utvrdimo da @-i=2-i
nije rjesenje karakteristicne jednadzbe. Zbog toga partikularno rjesenje ima oblik:

Y, =A-cos(2-t)+B-sin(2-t), A,Be R.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:
Y, ==2-A-sin(2-1)+2- B-cos(2-1),
Y, =—4-A-cos(2-1)—4-B-sin(2-1).
Uvrstavanjem izraza za y,, y'p i y; u zadanu jednadzbu slijedi:

—4-A-cos(2-1)—4-B-sin(2-1)+(—2-A-sin(2-1)+2-B-cos(2-1))—2-(A-cos(2-1)+ B-sin(2-1)) =
=8-cos(2-1)—4-sin(2-1),
(—6-A+2-B)-cos(2-1)+(—2-A—6-B)-sin(2-1) =8-cos(2-1) —4-sin(2-1).

Lijeva strana posljednje jednadzbe bit ¢e jednaka njezinoj desnoj strani ako
istovremeno budu jednaki koeficijenti uz cos(2-¢), odnosno sin(2-¢). Tako dobivamo

sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:
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-6-A+2-B=8, - -3-A+B =4,
-2-A-6-B=-4 A+3-B=2.

Njegovo je rjesenje (A, B) =(—1,1). Dakle, partikularno rjesenje je funkcija
y, =sin(2-1)—cos(2-1),

pa je trazeno opce rjesenje, a time i rjesenje podzadatka:

y=y,+y,=C e +C,-€ +sin(2-1)—cos(2-1), C;,C, € R.
e) Pripadna homogena jednadzba je y" —3-y' =0. Ocitamo: p=-3,¢=0, pa je
pridruZena karakteristiéna jednadzba k*—3-k=0. Ona ima tofno dva razli¢ita realna

rjeSenja k, =0 1 k,=3. Primjenom koraka 2. iz strategije rjeSavanja ovoga tipa

jednadzbi zakljuc¢ujemo da je opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe:
y,=C,- " +C, " =C,+C,-e”.

Funkcija smetnje je zbroj umnozaka harmonijskih funkcija i polinoma 1. stupnja
f@®)=@B-t-2)-sint—(t+3)-cost. U ovom slucaju partikularno rjeSenje ima nesto

slozeniji oblik. Preciznije, vrijedi sljedece pravilo.

Pravilo 4. Ako je funkcija smetnje funkcija oblika
f@)=PF @) sin(w-1)+ P,(t)-cos(w-t), gdje su w>0,a P i B, polinomi, onda partikularno

rjesenje ima oblik
y, =t" (0, -cos(@-1)+ R, - cos(@-1)),

gdje su k:=max{st(R),st(R)}, Q,, R polinomi stupnja k, a s kratnost broja @-i u

odnosu na karakteristicnu jednadzbu. Analogno kao u Pravilu 3. i uz istu
argumentaciju vrijedi se {0,1}.

Vratimo se na podzadatak koji rjesavamo. Oc¢itamo @=1, pa utvrdimo da @-i=i nije

rjesenje karakteristi¢ne jednadzbe. To znaci da je s=0. Nadalje, o¢itamo:

P(t)=3-t=2, P(t)=—-t-3.
Oba polinoma su stupnja 1, pa je k=max{1,1}=1. Zbog toga je:
Y, =(A-t+B)-cost+(C-t+D)-sint, A,B,C,De R.

Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:
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y;, =(C-t+A+D)-cost+(—A-t—B+C)-sint,
v, =(=A-t—B+2-C)-cost+(~C-t—2- A—D)-sint.

Uvrstavanjem izraza za y,, y, 1 y, u zadanu jednadzbu slijedi:

(—A-t—B+2-C)-cost+(—C-t—2-A—D)-sint—3-((C-t+A+D)-c0st+(—A-t—B+C)-sint)=
=(3-t-2)-sint—(t+3)-cost.
(3-A-C)-t+(-2-A+3-B-3-C-D))-sint+((-A-3-C)-t+(-3-A-=B+2-C—-3-D))-cost =
=(3-t-2)-sint—(t+3)-cost,

(3-A-C)-t+(-2-A+3-B-3-C-D)=3-1-2,
{(—A—3-C)-t+(—3-A—B+2-C—3-D)=—t—3

3.-A-C =3,

-2-A+3-B-3-C-D=-2,

-A-3-C=-1,

-3-A-B+2-C-3-D=-3.

Rjesenje ovoga sustava cetiriju linearnih jednadzbi s cetiri nepoznanice je (A,B,C,D) =

=(1,0,0,0). Dakle, partikularno rjesenje zadane jednadzbe je:
y, =1-cost,
pa je trazeno opce rjesenje te jednadzbe, a time i rjeSenje podzadatka:
y=y,+y,=C+C, ¢ +t-cost.

f) Pripadna homogena jednadzba je y" -2 y' +10-y =0. Njezina rjeSenja su k, =1+3-i

i k, =k,. Rjesenje koje ima strogo pozitivan imaginarni dio je k,, pa odredimo:
a=Re(k,)=1, b=Im(k,)=3.
Primjenom koraka 5. iz spomenute strategije dobivamo:
y, =€ (C, -cos(3-1)+C, -sin(3-1)).

Funkcija smetnje je f(x)=8-¢' -sinz. Ona je umnoZak eksponencijalne i harmonijske

funkcije. I partikularno rjesenje ¢e imati slican oblik. Preciznije, vrijedi sljedece pravilo.

Pravilo 5. Ako je funkcija smetnje oblika e*- (A, -cos(@-t)+ A, -sin(@-1)), pri ¢emu su

o, A, A € R konstante, onda partikularno rjesenje ima oblik:

y,=t"-e“ - (A-cos(w-t)+B-sin(w1)), A,Be R,
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gdje je s kratnost rjesenja a+@-i u odnosu na karakteristicnu jednadzbu. Ocito je
s€{0,1} jer a+w-i ili nije rjeSenje karakteristicne jednadzbe (tada je s=0) ili je

jednostruko rjesenje te jednadzbe zajedno sa svojim konjugatom (tada je s=1).

Vratimo se zadatku koji rjesavamo. Oc¢itamo: @ =w=1, pa utvrdimo da a+®-i=1+i

nije rjesenje karakteristi¢cne jednadzbe. Zbog toga je s=0, pa je:
¥, =¢'-(A-cost+B-sint), A,Be R.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

y, =€ -((A+B)-cost+(—A+B)-sint),
y:, =e'-(2-B-cost—2-A-sint).

Uvrstavanjem izraza za y,, y, i y, u zadanu jednadzbu slijedi:

e -(2-B-cost—2-A-sint)—2-¢' - (A+B)-cost+(—A+B)-sint)+10-¢" - (A-cost+ B-sint) =
=8-¢' -sint, /:e' >0
8-A-cost+8-B-sint=8-sint = (A, B) =(0,1).

Dakle, partikularno rjesenje je:

y,= e’ -sint,
pa je opce rjesenje polazne jednadzbe:

y=y,+y,=¢€(C-cos3-1)+C, sin3-1)+e' -sint, C,C,e R.

g) Pripadna homogena jednadzba je y"+2-y' =0. Ocitamo: p=2,¢g=0, pa je
pridruzena karakteristi¢na jednadzba k*+2-k=0. Ona ima to¢no dva razli¢ita realna
rjesenja k,=-2 i k,=0. Primjenom koraka 2. iz strategije rjeSavanja ovoga tipa

jednadzbi zakljuc¢ujemo da je opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe:
y,=C, e +C,-e"" =C,-e7" +C,.

Funkcija smetnje je zbroj polinoma 1. stupnja i eksponencijalne funkcije. Pravilo 3.
govori o umnosku funkcija takvih oblika, pa ga ovdje ne moZemo primijeniti. Zbog toga
¢emo primijeniti nacelo superpozicije. Koristeéi Pravila 1. i 2. odredit ¢emo

partikularna rjesenja sljede¢ih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi:

—2:x

y"+2-y':4-x i y"+2-y':—4-e
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Potom ¢emo dobivena partikularna rjeSenja zbrojiti s opéim rjesenjem pripadne
homogene jednadzbe i tako dobiti trazeno opcée rjesenje polazne jednadzbe.

Dakle, najprije nadimo partikularno rjesenje jednadzbe:
y"+2-y' =4-x.

Primijenimo Pravilo 1. Desna strana ove jednadzbe je polinom 1. stupnja, pa je
O(x)=A-x+B. 0 je jednostruko rjesenje pripadne karakteristicne jednadzbe, pa je s=1.

Zbog toga partikularno rjesenje ove jednadzbe ima oblik:

(yp)1 =x'""(A-x+B)=A-x’+B-x.
Prve dvije njegove derivacije su:

((yp)l)I=2-A-x+B,

((yp)l)"=2~A.

Izraze za ((y,,) ) i ((yp)l)“ uvrstimo u jednadzbu y +2-y =4-x, pa dobijemo:

1

2-A4+2-(2-A-x+B)=4-x,
4-A-x+(2-A+2-B)=4-x,

4-A=4,
2-A+2-B=0.

Rjesenje ovoga sustava je (A,B)=(,-1). Zbog toga partikularno rjesenje jednadzbe

y" +2. y' =4-x glasi:
(yp )1 =x —x
Sada nadimo partikularno rjesenje jednadzbe:
Y +2-y =4-¢7"

Primijenimo Pravilo 2. Desna strana ove jednadzbe je eksponencijalna funkcija.
Koeficijent uz z u njezinu eksponentu jednak je —2. =2 je jednostruko rjesenje pripadne
karakteristicne jednadzbe, pa je s=1. Zbog toga partikularno rjesenje ove jednadzbe
ima oblik:

(yp)2 =C-x'-e?=C-x-e"
Prve dvije njegove derivacije su:
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((yp)z)v =C-(-2-x+1)-e7**,

((yp)z)" =4.C-(x=1)-e7".
Izraze za ((yp )2 ) i ((yp )2 ) uvrstimo u jednadzbu y" +2- y' =4-¢7", pa dobijemo:

4-C-(x=1)- e +2-C-(=2-x+1)-e " =—4.¢7%, [:2:7"
2.C-(x=1)+C-(=2-x+1)=-2,
—(C=-"2C=2.

Dakle, partikularno rjesenje jednadzbe y" +2- y' =47 je:
(yp)z =2-xe7,
pa zakljuCujemo da je trazeno opce rjesenje polazne jednadzbe:

Y= +(yp)1 +(yp)2 =C e +C+ X —x+2-x-¢7 =(2:x+C)-e 7 +x —x+C,, C,C,e R

Clanovi opéega rjeSenja namjerno su grupirani kao u posljednjem zapisu tako da se
bolje istakne struktura dobivena opéega rjeSenja: ono je zbroj polinoma 2. stupnja (sa
varijabilnim slobodnim ¢lanom) i umnoska polinoma 1. stupnja (sa varijabilnim
slobodnim ¢lanom) i eksponencijalne funkcije.

h) Znamo da je sin’t=—-(1—cos(2-1)). Zbog toga zadanu jednadzbu najprije zapigimo

N | =

u obliku:
y" —+ y' :10-10C0$(2t)~

Pripadna homogena jednadzba je y"+y' =0. Ocitamo: p=1, ¢g=0, pa je pridruzena
karakteristitna jednadzba k°+k=0. Ona ima tofno dva razli¢ita realna rjeSenja
k,=—1 1 k,=0. Primjenom koraka 2. iz strategije rjesavanja ovoga tipa jednadzbi

zaklju¢ujemo da je opée rjesenje pripadne homogene jednadzbe:
y,=C,-e"+C,-e" =C,-e”" +C,.

Funkcija smetnje je zbroj konstante i harmonijske funkcije. Pravilo 3. govori o zbroju
harmonijskih funkcija, pa ga ovdje ne mozemo primijeniti. Zbog toga ¢emo ponovno
primijeniti nacelo superpozicije. Konkretno, koriste¢i Pravila 1. i 3. odredit ¢emo

partikularna rjesenja sljede¢ih jednadzbi:

y 4y =10 i y +y =—10-cos(2-7).
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Potom ¢emo dobivena partikularna rjeSenja zbrojiti s opéim rjesenjem pripadne
homogene linearne obicne diferencijalne jednadzbe i tako dobiti trazeno opce rjesenje

zadane jednadzbe.
Dakle, najprije nadimo partikularno rjesenje jednadzbe:
y" + y' =10.

Primijenimo Pravilo 1. Desna strana ove jednadzbe je konstanta, pa je Q(f)=A. 0 je

jednostruko rjesenje pripadne karakteristicne jednadzbe, pa je s=1. Zbog toga
partikularno rjesenje ove jednadzbe ima oblik:

(yp)1=t1-A=A-t.

Prve dvije njegove derivacije su:

Izraze za ((yp)l)‘ i ((yp )1) wvrstimo u jednadzbu y +y =10, pa dobijemo:
0+A=10& A=10.
Dakle, partikularno rjesenje jednadzbe y" + y' =10 je:
(v,), =101
Sada nadimo partikularno rjesenje jednadzbe:
y +y =—10-cos(2-1).

Primijenimo Pravilo 3. Desna strana ove jednadzbe je harmonijska funkcija. Njezina
kruzna frekvencija jednaka je 2. Broj 2-i nije rjeSenje pripadne karakteristi¢ne
jednadzbe, pa je s=0. Zbog toga partikularno rjesenje ove jednadzbe ima oblik:

(3,), = A -cos2:1)+A, -sin(21).
Prve dvije njegove derivacije su:
((y,,)z)' =2-A,-cos(2:1)=2- A -sin(2-1),

(()’,,)2)“ =—4-A -cos(2-1)—4-A,-sin(2-1).
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Izraze za ((yp)2 ) i ((yp)z)" uvrstimo u jednadzbu y" +y' =—10-cos(2-1), pa dobijemo:

—4-A -cos(2-1)—4-A,-sin(2-1)+2-A,-cos(2-1)=2- A -sin(2-1) =—10-cos(2-1),
(—4-A+2-A)-cos(2-1)+(=2-A —4-A,)-sin(2-1) =—10-cos(2-1).
—4-A+2-A =-10,
{—2‘A1—4‘A2:0.

Rjesenje ovoga sustava je (A,A,)=(2,—1). Dakle, partikularno rjesenje jednadzbe
y +y ==10-cos(2-1) je:

(yp )2 =2-cos(2-t)—sin(2-t),

pa je trazeno opce rjeSenje polazne jednadzbe:

y=3+(5,) +(3,),=C-¢" +C,+10-1+2-cos(2-n)=sin(2-1), G,,C, e R.

Zadatak 7. Rijesite sljede¢e Cauchyjeve probleme:

y +y —6-y=(10-x—3)-&*",
a) yy(0)=1,
Y (0)=—4.

b) {y"+2-y'+2-y=5-(e’+cost),
¥(0)=y (0)=3.

RjeSenje: a) Pripadna homogena jednadzba je y" + y' —6-y=0. Oc¢itamo p=1, g =-6,
pa pridruZena karakteristi¢na jednadzba glasi: k*>+k—6=0. Njezina su rjesenja k, =-3
i k, =2. Ta rjeSenja su realna i medusobno razli¢ita, pa, prema koraku 2. odgovarajuce
strategije, opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe glasi:

y,=C,-e*+C, ™.
Funkcija smetnje je f(x)=(10-x—3)-¢**. Ona je umnozak polinoma 1. stupnja i
eksponencijalne funkcije. I partikularno rjeSenje potrazit ¢emo u slicnom obliku.

Preciznije, vrijedi sljede¢e pravilo koje je svojevrsno poopcenje Pravila 2.

Pravilo 6. Ako je funkcija smetnje oblika f(x)=P(x)-e*", gdje su P polinom stupnja

ni ae R konstanta, onda partikularno rjesenje ima oblik:

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 18



@ . Matematika 2 3.4. Linearne ODJ 2. reda

(preddiplomski struéni | S konstantnim koeficijentima

e ot o studij elektrotehnike) — rijeseni zadaci

¥ =5 Q)

gdje su s kratnost rjesenja @ u odnosu na karakteristicnu jednadzbu i @ polinom
stupnja n. O¢ito je s€{0,1,2} jer & ili nije rjeSenje karakteristicne jednadzbe (tada je
s=0) ili je (zajedno s jos nekim realnim brojem) jednostruko rjesenje te jednadzbe
(tada je s=1) ili je (jedinstveno) dvostruko rjesenje te jednadzbe (tada je s=2).

Vratimo se na zadatak koji rjesavamo. Oc¢itamo: a@ =2, pa utvrdimo da je taj broj
jednostruko rjesenje karakteristicne jednadzbe (zajedno s k). Zbog toga je s=1.
Nadalje, P(x)=10-x-3 je polinom 1. stupnja, pa je i ¢ polinom 1. stupnja, tj.

QO(x)=A-x+B. Prema tome, partikularno rjesenje ima oblik:
Y, =x'"(A-x+B)-e** :(A‘x2 +B-x)-ez“, A,Be R.

Prve dvije derivacije toga izraza su:
¥, =(2:4- 8 +(2- A+2-B)-x+ B)- ™,
y;2(4’A'x2+(8'A+4~B)'x+2~A+4~B)’eZ"".

Uvrstavanjem izraza za y,, y, i y, u zadanu jednadzbu slijedi:

(4-A- X" +8-A+4-B) x+2-A+4-B)-¢" +(2-A-x’ +(2-A+2-B) - x+B)-&"" -
—6-(A-x’+B-x)-e" =(10-x-3)-¢>, /:">0
10-A-x+(2-A+5-B)=10-x-3,
10-A=10,
2-A+5-B=-3.

Rjesenje ovoga sustava je (A, B)=(,—1). Zbog toga je:

yp :(xz _x)_ez-x’
pa je opce rjesenje polazne jednadzbe:
2

y=y+y,=C e+ C ~ez"‘+(x2—x)-e“ =C, ‘6_3"‘+(x2—x+C2)‘ez'x, C.,C,eR.

Cauchyjev problem nuzno mora imati jedinstveno rjesenje. Opce rjesenje jednadzbe
sgenerira” beskonaéno mnogo razli¢itih funkcija. Zbog toga ¢emo iskoristiti zadane

pocetne uvjete i odrediti nepoznate konstante C,,C, € R.

Prvi pocetni uvjet je y(0)=1. U izraz za y uvrstimo x=0, y =1, pa dobijemo:
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1=C ¢ +(0°-0+C,) ¢ & C+C, =1.
—— ——

:go =1 —_— :go =1
=C,

Drugi pocetni uvjet je y'(O) =—4. Odredimo:
Y =(=3)-Ce ™ (267 +2:C, —1) ™,

pa u tu jednakost uvrstimo x =0, y' =—4. Dobivamo:

—4=(=3)-C,- ¢+ 2:0°+2-C, -1 |- & —-4=-3-C,+2-C,-13-C,-2-C, =3.
—— ——

_,0_ =
==l =2.C,-1 !

Tako smo dobili sustav:
C+C,=1,
3-C,-2-C,=3.
Njegovo je rjesenje (C,,C,)=(1,0). Dakle, rjeSenje zadatka je funkcija:

y=e " +(x2 —x)-ez“.

b) Pripadna homogena jednadzba je y" +2- y' +2-y=0. Ocitamo: p=g=2.
Pridruzena karakteristi¢na jednadzba glasi: k*+2-k+2=0. Njezina rjesenja su k =—1+i

ik, :E. Rjesenje koje ima strogo pozitivan imaginarni dio je k,, pa odredimo:
a=Re(k)=~-1, b=Im(k)=1.

Primjenom koraka 5. iz strategije rjesavanja ovoga tipa jednadzbi dobivamo:
y, =€ (C,-cost+C,-sint).

Funkcija smetnje je f(r)=5-(e' +cost). Pravilo 5. govori o obliku partikularnoga
rjeSenja u slucaju kad je funkcija smetnje ummnozZak eksponencijalne i harmonijske
funkcije, ali ne i kad je funkcija smetnje zbroj tih dviju funkcija. Zbog toga moramo
primijeniti nacelo superpozicije. Koriste¢i Pravila 2. i 3. odredit éemo partikularna

rjesenja jednadzbi:
Yy +2-y4+2-y=5-¢ i y +2-y+2-y=5-cost.

Potom ¢emo ta rjesenja zbrojiti s opéim rjesenjem pripadne homogene jednadzbe i
dobiti opce rjesenje polazne jednadzbe. Koriste¢i pocetne uvijete odredit ¢emo
vrijednosti konstanti C, i C,, te tako dobiti rjesenje zadatka.
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Nadimo najprije partikularno rjesenje jednadzbe
y 42y +2-y=5-¢.

Primijenimo Pravilo 2. Oc¢itamo: @ =1. Taj broj nije rjesenje karakteristicne jednadzbe,
pa je s=0. Zbog toga partikularno rjesenje trazimo u obliku:

(yp)1 =C-¢.

Sve derivacije, pa posebno i prve dvije, ovoga izraza jednake su njemu samome:
((yp)l) :((yp)l) :(yp)l :C'et'

Uvrstavanjem izraza za ((yp)l)",((yp)l)' i (yp)1 u jednadzbu y +2-y +2-y=5-¢ slijedi:

C-e+2-C-e+2-C-e'=5¢€, /:>0
5-C=5C=1.

Prema tome je:
(3,),=¢"
Sada nadimo partikularno rjesenje jednadzbe
y"+2-y'+2-y=5-cost.

Primijenimo Pravilo 3. Oc¢itamo: @=1. Broj @-i=i nije rjeSenje karakteristicne

jednadzbe, pa je s=0. Zbog toga partikularno rjesenje trazimo u obliku:
(yp)2 = A-cost+ B-sint.
Prve dvije derivacije ovoga izraza su:
((yp)z)' =—A-sint+ B-cost,

((yp)z)" =—A-cost—B-sint.

Uvrstavanjem izraza za ((yp)z)",((yp)z)' i (yp)2 u jednadzbu y +2-y +2-y=5-cost slijedi:

—A-cost—B-sint+2-(—A-sint+B-cost)+2-(A-cost+ B-sint) =5-cost,
(A+2-B)-cost+(—2-A+B)-sint =5-cost,
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A+2-B=S5,
-2-A+B=0.

Rjesenje ovoga sustava je (A, B)=(1,2). Zbog toga je:
(yp)2 =cost+2-sint,
pa je opce rjesenje polazne jednadzbe:
y=y,+y,=e" - (C cost+C, sint)+e' +cost+2-sint, C,C,e R.

Preostaje odrediti nepoznate konstante C;,C,eR. U tu svrhu iskoristimo pocetne

uvjete. Znamo da je y(0)=3, pa uvrstavanjem t =0, y=3 u opce rjesenje dobivamo:

3=¢"-(C, cos0+C, -sin0)+e’ +cos0+2-sin0=C,+1+1=3=C, =1.
By 3 % T T %

Znamo i da je y'(O) =3. Odredimo:
y =(=C,+C,) ¢ -cost+(=C,—C,)-¢”" -sint+¢' —sins+2-cost.
U ovu jednakost uvrstimo ¢ =0, y' =3i C, =1, pa dobijemo:

3=(-1+Cy) ¢ 00s0+(-1-C,)-¢ " sin0+¢" —5in0+2-cos 0 & —1+C, +1-0+2=3 & C, =1.
=1 =1 =1 =0 =1 =0 =1

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y=e"'-(cost+sint)+e' +cost+2-sint.
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Domacéa zadaca

Rijesite sljedece jednadzbe:

1. y +8-y +16-y=0.(Pretpostavite da je y= y(x).)

2. y +4-y +5-y=0. (Pretpostavite da je y=y(t).)

3. y —y —12-y=0. (Pretpostavite da je y=y(x).)

Rijesite sljede¢e Cauchyjeve probleme:

y"+2-y'+y=0,

4. <yl =—e, (Pretpostavite daje y = y(¢).)

¥(0) =0.

Y +y+6-sint =0,

5. T
y0)=y (Ej =0.

y +8-y +25-y=104-sin(3-1),
6. ¢y(0)=-

y'(0)=6.

- y y =4.¢%
yO0)=y (0)—1~
y +y =3-x’

8. <y(0)=2,

y (0)=6.

y(0) =y (0)=L1.

20-y +399-y =20-¢2",
1 2(0) =1,
y(0)=-2

{y +2-y =22 -8-sin(21),
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Rezultati zadataka za domacéu zadacéu

1. y=(C,-x+C)-e*", C,C,eR.

2. y=(C,-cost+C, sint)-e”", C,,C, e R.
3. y=C, e +C,-e", C,C,e R

4. y=t-e’.

5. y=3-t-cost.

6. y=2-sin(3-1)—3-cos(3-¢).

7. y=x-e"+1.

8. y=x'-3-x*+6-x+2.

9. y=cos(2-1)+sin(2-1)—t-e7".

10. y=¢7"".

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 24



