
 

Matematika 2  

(preddiplomski stručni 

studij elektrotehnike) 

3.4. Linearne ODJ 2. reda 

s konstantnim koeficijentima 

– riješeni zadaci 
 

© mr.sc. Bojan Kovačić, viši predavač 1 

Zadatak 1. Dokažite: Ako su 
1y  i 

2y  različita rješenja jednadžbe '' ' 0,y p y q y+ ⋅ + ⋅ =  

onda je i 1 1 2 2y C y C y= ⋅ + ⋅  rješenje te jednadžbe, za sve 1 2, .C C ∈ℝ   
 

Rješenje: Prema pretpostavci, 
1y  i 

2y  su različita rješenja zadane jednadžbe. To znači 

da vrijede jednakosti: 
 

1 1 1

2 2 2

'' '

'' '

0,

0.

y p y q y

y p y q y

+ ⋅ + ⋅ =

+ ⋅ + ⋅ =
 

 

Izravnim uvrštavanjem funkcije y u lijevu stranu zadane jednadžbe dobivamo: 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

0 0

'' ''' '

'' '' ' '

'' ' '' ' 0 0 0.

y p y q y C y C y p C y C y q C y C y

C y C y p C y p C y q C y q C y

C y p y q y C y p y q y C C

= =

+ ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

   
   = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =
   
   
������� �������

 

 

Dakle, i funkcija y je rješenje zadane jednadžbe, što smo i tvrdili. 
 

Napomena 1. Funkciju y dobivenu kao u zadatku 1. nazivamo superpozicija 

funkcija 1y  i 2y . (Prisjetite se što je u Matematici 1 bila superpozicija dvaju titranja.) 

Zbog toga rezultat zadatka 1. možemo iskazati i ovako: 
 

Ako su 1y  i 2y  različita rješenja jednadžbe '' ' 0,y p y q y+ ⋅ + ⋅ =  onda je i njihova 

superpozicija rješenje te jednadžbe. 
 

Zadatak 2. Izvedite formulu za opće rješenje jednadžbe '' ' 0y p y q y+ ⋅ + ⋅ =  uz 

pretpostavku 2 4 0.p q− ⋅ >   
 

Rješenje: Koristit ćemo tzv. Eulerovu metodu. Pretpostavit ćemo da je k x
y e

⋅=  

rješenje zadane jednadžbe za neki k ∈ℝ . Tražimo upravo ovakav oblik jer znamo da 
bilo koja derivacija funkcije k x

y e
⋅= ima oblik k x

A e
⋅⋅ , za neki A∈ℝ , pa pogodnim 

izborom konstante k možemo postići poništavanje svih članova na lijevoj strani zadane 

jednadžbe.  
 

Prve dvije derivacije funkcije k x
y e

⋅=  su: 
 

2

'

''

,

.

k x

k x

y k e

y k e

⋅

⋅

= ⋅

= ⋅
 

 

Njihovim uvrštavanjem u zadanu jednadžbu dobivamo: 
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2 0.k x k x k x
k e p k e q e

⋅ ⋅ ⋅⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =  
 

Znamo da za svaki x ∈ℝ  vrijedi nejednakost 0k x
e

⋅ > . Zbog toga gornju jednadžbu 

smijemo podijeliti s .k x
e

⋅  Dobivamo: 
 

2 0.k p k q+ ⋅ + =  
 

Veličine ,  i  k p q  su realni brojevi, od kojih su  i p q  unaprijed zadani. Zbog toga je 

gornja jednakost zapravo kvadratna jednadžba s nepoznanicom k. Njezina je 

diskriminanta  
 

2 4 .D p q= − ⋅  
 

Međutim, prema pretpostavci je 2 4 0,p q− ⋅ >  pa je 0D > . To znači da ova kvadratna 

jednadžba ima točno dva (međusobno različita) realna rješenja: 
 

1 2,  .
2 2

p D p D
k k

− + − −
= =   

 

Zaključujemo da su 1k x
e

⋅  i 2k x
e

⋅  rješenja zadane jednadžbe. Prema zadatku 1., to znači 

da je i 1 2

1 2

k x k x
y C e C e

⋅ ⋅= ⋅ + ⋅   rješenje zadane jednadžbe, za sve 1 2,C C ∈ℝ .  
 

Postavlja se pitanje: ima li zadana obična diferencijalna jednadžba rješenje koje nema 
oblik 1 2

1 2

k x k x
C e C e

⋅ ⋅⋅ + ⋅ ? Odgovor je negativan. Preciznije, vrijedi sljedeći teorem. 
 

Teorem 1. Neka je *
y  bilo koje rješenje jednadžbe '' ' 0y p y q y+ ⋅ + ⋅ = , pri čemu vrijedi 

2 4 0.p q− ⋅ >  Neka su 
1k  i 

2k  rješenja jednadžbe 2 0.k p k q+ ⋅ + =  Tada postoje 

jedinstvene konstante 1 2,C C ∈ℝ  takve da je: 
 

1 2*

1 2 .
k x k x

y C e C e
⋅ ⋅= ⋅ + ⋅  
 

Zbog toga je opće rješenje hy   jednadžbe '' ' 0y p y q y+ ⋅ + ⋅ =  u slučaju 2 4 0p q− ⋅ >  

dano formulom: 
 

1 2

1 2 1 2,  , .k x k x

hy C e C e C C
⋅ ⋅= ⋅ + ⋅ ∈ℝ  

 

Zadatak 3. Izvedite formulu za opće rješenje jednadžbe '' ' 0y p y q y+ ⋅ + ⋅ =  uz 

pretpostavku 2 4 0.p q− ⋅ <  
 

Rješenje: Analogno kao u rješenju zadatka 2. pretpostavimo da je k x
y e

⋅=  rješenje 

zadane jednadžbe za neki k ∈ℝ . Tada dobivamo jednadžbu 2 0k p k q+ ⋅ + =  čija je 

diskriminanta strogo negativna. To znači da su rješenja te kvadratne jednadžbe 



 

Matematika 2  

(preddiplomski stručni 

studij elektrotehnike) 

3.4. Linearne ODJ 2. reda 

s konstantnim koeficijentima 

– riješeni zadaci 
 

© mr.sc. Bojan Kovačić, viši predavač 3 

međusobno konjugirani kompleksni brojevi. Preciznije, postoje jedinstveni , ,a b∈ℝ  

0,b ≠  takvi da je: 
 

1

2

,

.

k a b i

k a b i

= + ⋅

= − ⋅
  

 

Koristeći eksponencijalni oblik kompleksnoga broja, zaključujemo da je opće rješenje 

zadane jednadžbe: 
 

( )

1 2 ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2

cos( ) sin( )

1

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

cos( ) sin(

k x k x a b i x a b i x a x b i x a x b i x

h

a x a x

b x b x

a x

y C e C e C e C e C e e C e e

C e b x i b x C e b x i b x

C e b x i

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⋅ ⋅

= ⋅ =− ⋅

⋅

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

 
 = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =
 
 

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

����� �����

( ) ( )

( )

( )
3 4

2

1 1 2 2

1 2 1 2

: :

3 4

) cos( ) sin( )

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

( ) cos( ) ( ) sin( )

cos( ) sin( )

a x

a x

a x

C C

a x

b x C e b x i b x

e C b x C i b x C b x C i b x

e C C b x C C i b x

e C b x C b x

⋅

⋅

⋅

= ∈ = ∈

⋅

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =

 
 = ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ =
 
 

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

ℝ ℂ

��� �����

 

 

Primijetimo da su 3C ∈ℝ  i 4C ∈ℂ . Budući da je ( )hy x ∈ℝ , za 4C  nećemo uzeti bilo 

koji kompleksan broj, nego (samo) kompleksne brojeve koji su ujedno i realni brojevi. 

Tako konačno dobivamo: 
 

( )3 4 3 4cos( ) sin( ) ,  , .a x

hy e C b x C b x C C⋅= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ  
 

Napomena 2. Ako je razlog opravdan (npr. fizikalni model i sl.), skup iz kojega 

biramo konstante uvijek možemo „smanjiti“ (s obzirom na relaciju ⊆). Tako smo u 

gornjem izvodu „smanjili“ skup iz kojega biramo konstantu 4C  sa ℂ  na ℝ . Budući da 

je ⊂ℝ ℂ , provedeno „smanjenje“ nije prouzročilo nikakve posljedice na svojstva 
funkcije hy  - jednostavno, ako svaki element skupa ℂ  ima neko svojstvo, onda to isto 

svojstvo ima i svaki element skupa ℝ . Obratna tvrdnja, naravno, nije točna.   
 

Zadatak 4. Izvedite formulu za opće rješenje jednadžbe '' ' 0y p y q y+ ⋅ + ⋅ =  uz 

pretpostavku 2 4 0.p q− ⋅ =  
 

Rješenje: Postupkom opisanim u rješenjima prethodnih zadataka dobivamo kvadratnu 

jednadžbu 2 0k p k q+ ⋅ + = . Njezina je diskriminanta 2 4 0D p q= − ⋅ = , pa ta kvadratna 

jednadžba ima točno jedno realno rješenje. Označimo to rješenje s 1k   Tako dobivamo: 
 

1 .k x

hy C e
⋅= ⋅   
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Međutim, znamo da opće rješenje svake obične diferencijalne jednadžbe reda 2 mora 

sadržavati točno dvije realne konstante ( 1C  i 2C ). Gornje rješenje sadrži samo jednu 

konstantu (C). Zbog toga ćemo dodatno pretpostaviti da je ( )C C x= , tj. da je C 

funkcija, a ne konstanta. (Analogno smo postupili i kad smo u točki 3.3. određivali 

izraz za opće rješenje nehomogene linearne jednadžbe 1. reda.) Prve dvije derivacije 
funkcije hy  (kao umnoška dviju funkcija) su: 
 

1 1

1 1 1 1

1

2

1 1 1

' '

'' '' ' '

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) .

k x k x

h

k x k x k x k x

h

y C x e C x k e

y C x e C x k e C x k e C x k e

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
 

 

Uvrštavanjem tih dvaju izraza i izraza 1( ) k x

hy C x e
⋅= ⋅  u zadanu jednadžbu dobivamo: 

 

( )1 1 1 1 1 1

1 1

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1

1

'' ' ' '

'' ' ' '

'' '

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) 0,   / : 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) (2 ) (

k x k x k x k x k x k x

k x k x

C x e C x k e C x k e C x k e p C x e C x k e

q C x e e

C x C x k C x k C x k p C x p C x k q C x

C x C x k p C x

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ = >

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =

+ ⋅ ⋅ + + ( )2

1 1) 0.k p k q⋅ + ⋅ + =

 

 

Prema pretpostavci, 1k  je rješenje kvadratne jednadžbe 2 0.k p k q+ ⋅ + =  To znači da je 

izraz u drugoj okrugloj zagradi jednak nuli. No, kako zapravo izgleda to rješenje 

iskazano pomoću konstanti p i q? Prema formuli za rješenje kvadratne jednadžbe je: 
 

1 1

0
2 0.

2 2 2

p D p p
k k p

− ± − ± −
= = = ⇔ ⋅ + =   

 

Dakle, i izraz u prvoj okrugloj zagradi je jednak nuli. Tako smo dobili običnu 

diferencijalnu jednadžbu  
 

''( ) 0C x =  
 

koju riješimo uzastopnim integriranjem: 
 

1

1 1 2 1 2

'( ) 0 d ,

( ) d ,  , .

C x x C

C x C x C x C C C

= ⋅ =

= ⋅ = ⋅ + ∈

∫

∫ ℝ
 

 

Dakle, traženo opće rješenje je: 
 

( ) 1

1 2 1 2,  , .
k x

hy C x C e C C
⋅= ⋅ + ⋅ ∈ℝ  

 

Napomena 3. I za opća rješenja dobivena u zadacima 3. i 4. vrijedi odgovarajući 

analogon teorema 1. Dakle, u zadatku 3. svako rješenje promatrane jednadžbe ima oblik 
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( )3 4 3 4cos( ) sin( ) ,  , ,a x

hy e C b x C b x C C⋅= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ  dok u zadatku 4. svako rješenje ima 

oblik ( ) 1

1 2 1 2,  , .
k x

hy C x C e C C
⋅= ⋅ + ⋅ ∈ℝ  

 

Napomena 4. Iz izvoda u zadacima 2. – 4. proizlazi sljedeća strategija rješavanja 

homogenih linearnih običnih diferencijalnih jednadžbi 2. reda s konstantnim 

koeficijentima oblika '' ' 0y p y q y+ ⋅ + ⋅ = : 
 

1. Riješiti jednadžbu 2 0k p k q+ ⋅ + = . Ovu jednadžbu nazivamo karakteristična 

jednadžba i skraćeno označavamo s K.J. 
 

2. Ako K.J. ima dva različita realna rješenja 1 2 i  k k , onda je opće rješenje zadane 

jednadžbe  1 2

1 2 1 2,  , .k x k x

hy C e C e C C
⋅ ⋅= ⋅ + ⋅ ∈ℝ  

 

3. Ako K.J. ima točno jedno realno rješenje 1k , onda je opće rješenje zadane jednadžbe  

( ) 1

1 2 1 2,  , .
k x

hy C x C e C C
⋅= ⋅ + ⋅ ∈ℝ  

 

4. Ako K.J. ima konjugirano kompleksna rješenja, onda s 1k  označimo ono rješenje čiji 

je imaginarni dio strogo pozitivan. Označimo 
1 1: Re( ),  Im( ).a k b k= =  Tada je opće 

rješenje zadane jednadžbe: 
 

( )1 2 1 2cos( ) sin( ) ,  , .a x

hy e C b x C b x C C⋅= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ  
 

Na rješenje 1k  namjerno smo postavili uvjet 1Im( ) 0k >  jer, zbog rezultata zadatka 

1., želimo da između izraza 1 cos( )C b x⋅ ⋅  i 2 sin( )C b x⋅ ⋅  ostane znak +. Da smo 

izabrali rješenje s negativnim imaginarnim dijelom, definirali bismo 
3 2:C C= − , 

zaključili da je funkcija ( )f x x= −  bijekcija sa R u samoga sebe, te da, zbog toga, 

ako je 2 ,C ∈ℝ  onda je i 3 .C ∈ℝ  Drugim riječima, uz nešto više analize, dobili bismo 

isti oblik općega rješenja kao i gore.  
 

Zadatak 5. Riješite sljedeće jednadžbe: 
 

'' '

'' '

'' '

'' '

''

'' '

'' '

) 3 2 0;

) 5 6 0;

) 12 36 0;

) 10 25 0;

) 4 0;

) 2 2 0;

) 4 13 0.

y y y

y y y

y y y

y y y

y y

y y y

y y y

− ⋅ + ⋅ =

+ ⋅ + ⋅ =

− ⋅ + ⋅ =

+ ⋅ + ⋅ =

+ ⋅ =

+ ⋅ + ⋅ =

− ⋅ + ⋅ =

a

b

c

d

e

f

g
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Rješenje: Svaku jednadžbu riješimo koristeći netom opisanu strategiju. U svim 

rezultatima zadataka 1 2,C C ∈ℝ  su konstante. 
 

a) Očitamo: 3,  2.p q= − =  Pridružena K.J. glasi: 2 3 2 0k k− ⋅ + = . Njezina rješenja su 

1 1k =  i 
2 2k = . Ta rješenja su realna i različita, pa primijenimo korak 2. iz opisane 

strategije i dobijemo: 2

1 2

x x

hy C e C e
⋅= ⋅ + ⋅ . 

 

b) Očitamo: 5,  6.p q= =  Pridružena K.J. glasi: 2 5 6 0k k+ ⋅ + = . Njezina rješenja su 

1 3k = −  i 2 2k = − . Ta rješenja su realna i različita, pa primijenimo korak 2. iz 

opisane strategije i dobijemo: 3 2

1 2

x x

hy C e C e
− ⋅ − ⋅= ⋅ + ⋅ . 

 

c) Očitamo: 12,  36.p q= − =  Pridružena K.J. glasi: 2 12 36 0k k− ⋅ + = . Ona ima 

jedinstveno rješenje 6,k =  pa primijenimo korak 3. iz opisane strategije i dobijemo: 

( ) 6

1 2 .x

hy C x C e
⋅= ⋅ + ⋅  

 

d) Očitamo: 10,  25.p q= =  Pridružena K.J. glasi: 2 10 25 0k k+ ⋅ + = . Ona ima 

jedinstveno rješenje 5,k = −  pa primijenimo korak 3. iz opisane strategije i 

dobijemo: ( ) 5

1 2 .x

hy C x C e
− ⋅= ⋅ + ⋅  

 

e) Očitamo: 0,  4.p q= =  Pridružena K.J. glasi: 2 4 0k + = . Ona ima konjugirano 

kompleksna rješenja 1 2k i= ⋅  i 2 2k i= − ⋅ . Rješenje koje ima strogo pozitivan 

imaginarni dio je 1 2k i= ⋅ . Odredimo: ( ) ( )1 1: Re 0,  : Im 2,a k b k= = = =  pa primijenimo 

korak 4. iz opisane strategije i dobijemo: �
0

1 2

1

( cos(2 ) sin(2 ))x

hy e C x C x
⋅

=

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =  

1 2cos(2 ) sin(2 ).C x C x= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
 

f) Očitamo: 2.p q= =  Pridružena K.J. glasi: 2 2 2 0k k+ ⋅ + = . Ona ima konjugirano 

kompleksna rješenja 1 1k i= − +  i 2 1k i= − − . Rješenje koje ima strogo pozitivan 

imaginarni dio je 1 1k i= − + . Odredimo: ( ) ( )1 1: Re 1,  : Im 1,a k b k= = − = =  pa 

primijenimo korak 4. iz opisane strategije i dobijemo: 1 2( cos sin ).x

hy e C x C x
−= ⋅ ⋅ + ⋅   

 

g) Očitamo: 4,  13.p q= − =  Pridružena K.J. glasi: 2 4 13 0k k− ⋅ + = . Ona ima 

konjugirano kompleksna rješenja 1 2 3k i= + ⋅  i 2 2 3k i= − ⋅ . Rješenje koje ima strogo 

pozitivan imaginarni dio je 1 2 3k i= + ⋅ . Odredimo: ( ) ( )1 1: Re 2,  : Im 3,a k b k= = = =  

pa primijenimo korak 4. iz opisane strategije i dobijemo: 
2

1 2( cos(3 ) sin(3 )).x

hy e C x C x
⋅= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  

 

U nastavku slijedi rješavanje nehomogenih linearnih običnih diferencijalnih jednadžbi 2. 

reda s konstantnim koeficijentima.  
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Istaknimo odmah: najprije treba napisati i riješiti pripadnu homogenu 

linearnu običnu diferencijalnu jednadžbu 2. reda  s konstantnim 

koeficijentima. U nastavku ćemo tu jednadžbu kratko nazivati pripadna homogena 

jednadžba. Naime, primjena navedenih metoda odnosi se isključivo na određivanje 

partikularnoga rješenja zadane jednadžbe, a ne na određivanje traženoga općega 

rješenja. Prema napomenama iz točke 3.3., traženo opće rješenje dobit ćemo zbrajanjem 
općega rješenja pripadne homogene linearne obične diferencijalne jednadžbe 2. reda i 

partikularnoga rješenja zadane jednadžbe. 
 

Kako smo vidjeli rješavajući zadatak 5., nije nikakav poseban problem napisati i riješiti 
bilo koju homogenu linearnu običnu diferencijalnu jednadžbu 2. reda s konstantnim 

koeficijentima. „Pravi“ problem u ovakvim slučajevima je određivanje partikularnoga 

rješenja zadane jednadžbe. Njega možemo odrediti na (barem) dva različita načina: 
metodom neodređenih koeficijenata i metodom varijacije konstanti. Teorija kaže da je 

potpuno svejedno koju metodu odabrati jer se naposljetku dobiju isti rezultati. Praksa 

je ipak ponešto drugačija.    
 

Primjena metode varijacije konstanti zahtijeva određivanje dviju standardnih 

antiderivacija (dakle, opet integriranje!) koje može biti vrlo netrivijalno. Prednost te 

metode je što se može primijeniti na bilo kakav oblik funkcije smetnje.  
 

S druge strane, metoda neodređenih koeficijenata može se primijeniti ako funkcija 

smetnje ima jedan od oblika navedenih u tablici s predavanja ili iz tablice 12.1. u 

Repetitoriju matematike za studente elektrotehnike, str. 60. Ona ne zahtijeva 

integriranje, nego se svodi na deriviranje i rješavanje Cramerovih sustava (sustava od n 

jednadžbi s n nepoznanica koji ima jedinstveno rješenje).  
 

U ovoj ćemo točki partikularno rješenje nehomogene linearne obične diferencijalne 

jednadžbe 2. reda s konstantnim koeficijentima određivati metodom neodređenih 

koeficijenata. Primjenu metode varijacije konstanti obradit ćemo u zasebnoj točki. 
 

Zadatak 6. Riješite sljedeće jednadžbe: 
 

( )

2·

2

2

'' '

'' '

'' '

'' '

'' '

'' '

' '

'

'

' '

) – 8 7 14;

2 9 ;

– 2 8 cos 2 – 4 sin 2 ;

– 3 3 – 2 sin – 3 cos ;

) 2 10 8 sin ;

2 4 ;

20

) 4 4 4 12 2;

) 

) ( ) ( )

) ( ) ( )

) 

) 

x

t

x

y y y

y y y e

y y y t

y y y x x

t

y y t t t t

y y y e t

y y x e

y y

⋅

⋅ + ⋅ =

+ ⋅ + = ⋅

+ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ = ⋅ +

− ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅

+

+

− ⋅ + ⋅ =

⋅

⋅ = ⋅ −

+ =

⋅ − ⋅

⋅

a

b

c

d

e

g

f

h
2

sin .t⋅
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Rješenje: a) Pripadna homogena jednadžba je '' '4 4 0.y y y− ⋅ + ⋅ =  Očitamo: 

4,  4,p q= − =  pa je pridružena karakteristična jednadžba 2 4 4 0.k k− ⋅ + =  Ona ima 

jedinstveno realno rješenje 1 2.k =  Primjenom koraka 3. iz strategije rješavanja ovoga 

tipa jednadžbi zaključujemo da je opće rješenje pripadne homogene jednadžbe: 
 

2

1 2( ) .x

hy C x C e ⋅= ⋅ + ⋅   
 

Funkcija smetnje je polinom drugoga stupnja 2( ) 4 12 2f x x x= ⋅ − ⋅ + . Zbog toga će i 

partikularno rješenje zadane jednadžbe biti polinom. Njegov je oblik određen sljedećim 

pravilom (čiji dokaz izostavljamo). 
 

Pravilo 1. Ako je funkcija smetnje polinom stupnja n, onda partikularno rješenje ima 

oblik ( )s

nx Q x⋅ , gdje su s kratnost nule u odnosu na karakterističnu jednadžbu i Q  neki 

polinom stupnja n. Očito je { }0,1,2s ∈  jer nula ili nije rješenje karakteristične 

jednadžbe (tada je 0s = ) ili je (s još nekim brojem) jednostruko rješenje te jednadžbe 

(tada je 1s = ) ili je (jedinstveno) dvostruko rješenje te jednadžbe (tada je 2s = ).   
 

Vratimo se na zadatak kojega rješavamo. Već smo rekli da je f polinom drugoga 

stupnja, što znači da je i polinom Q istoga stupnja, tj. 2
( ) .Q x A x B x C= ⋅ + ⋅ +   

Karakteristična jednadžba ima jedinstveno realno rješenje 
1 2,k =  pa 0 nije njezino 

rješenje. Dakle, 0s = , pa partikularno rješenje ima oblik: 
 

( )0 2 2( ) 1 .
p

y x Q x A x B x C A x B x C= ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ + = ⋅ + ⋅ +   

 

Ovdje su , ,A B C ∈ℝ  nepoznati realni koeficijenti koje trebamo odrediti. (Podsjetimo, 

partikularno rješenje je uvijek „konkretna“ funkcija bez „općih brojeva“.) Taj polinom 

mora biti rješenje zadane jednadžbe, pa odredimo njegovu prvu i drugu derivaciju: 
 

'

''

2 ,

2 .

p

p

y A x B

y A

= ⋅ ⋅ +

= ⋅
 

 

Izraze za ' '',    i  p p py y y  uvrstimo u zadanu jednadžbu, pa dobijemo: 
 

( )2 2

2

2 4 (2 ) 4 4 12 2,

4 ( 8 4 ) 2 4 4 2.

A A x B A x B x C x x

A x A B x A B C

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ + = ⋅ − ⋅ +

⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ =
 

 

Izjednačimo koeficijente uz iste potencije varijable x, pa dobijemo sustav triju linearnih  

jednadžbi s tri nepoznanice: 
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4 4,

8 4 12,

2 4 4 2.

A

A B

A B C

⋅ =


− ⋅ + ⋅ = −
 ⋅ − ⋅ + ⋅ =

  

 

Njegovo je rješenje ( , , ) (1, 1,1)A B C = − , pa zaključujemo da je: 
 

2 1.py x x= − +  
 

Dakle, opće rješenje zadane jednadžbe, a time i konačno rješenje podzadatka je: 
 

2 2

1 2 1 2( ) 1,  , .x

h py y y C x C e x x C C
⋅= + = ⋅ + ⋅ + − + ∈ℝ  

  
b) Pripadna homogena jednadžba je '' '8 7 0.y y y− ⋅ + ⋅ =  Očitamo: 8,  7,p q= − =  pa je 

pridružena karakteristična jednadžba 2 8 7 0.k k− ⋅ + =  Ona ima točno dva realna 

rješenja: 1 1k =  i 2 7.k =   Primjenom koraka 2. iz strategije rješavanja ovoga tipa 

jednadžbi zaključujemo da je opće rješenje pripadne homogene jednadžbe: 
 

1 7 7

1 2 1 2 .x x x x

hy C e C e C e C e
⋅ ⋅ ⋅= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅   

 

Funkcija smetnje je konstanta ( ) 14f x = , odnosno polinom stupnja 0. Karakteristična 

jednadžba ima točno dva različita realna rješenja od kojih nijedno nije jednako nuli. 
Dakle, 0s = , pa će partikularno rješenje zadane jednadžbe također biti neka konstanta: 
 

,  .py C C= ∈ℝ   
 

Ona mora biti rješenje zadane jednadžbe, pa odredimo njezinu prvu i drugu derivaciju: 
 

'' ' 0.
p p

y y= =  
 

Izraze za ' '',    i  
p p p

y y y  uvrstimo u zadanu jednadžbu, pa dobijemo: 
 

0 8 0 7 14 2.C C− ⋅ + ⋅ = ⇔ =  

 

Zaključujemo da je traženo partikularno rješenje: 
 

2.py =  
 

Dakle, opće rješenje zadane jednadžbe, a time i konačno rješenje podzadatka je: 
 

7

1 2 1 22,  , .x x

h py y y C e C e C C
⋅= + = ⋅ + ⋅ + ∈ℝ  

 

c) Pripadna homogena jednadžba 2. reda je '' '2 0.y y y+ ⋅ + =  Očitamo: 2,  1,p q= =  pa 

je pridružena karakteristična jednadžba 2 2 1 0.k k+ ⋅ + =  Ona ima jedinstveno realno 
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rješenje 1 1.k = −  Primjenom koraka 3. iz strategije rješavanja ovoga tipa jednadžbi 

zaključujemo da je opće rješenje pripadne homogene jednadžbe: 
 

1

1 2 1 2( ) ( ) .x x

hy C x C e C x C e
− ⋅ −= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅   

 

Funkcija smetnje je eksponencijalna funkcija 2( ) 9 .x
f x e

⋅= ⋅  Zbog toga će i partikularno 

rješenje zadane jednadžbe sadržavati eksponencijalnu funkciju. Oblik toga rješenja 

preciznije daje sljedeće pravilo. 
 

Pravilo 2. Ako je funkcija smetnje eksponencijalna funkcija oblika x
e

βα ⋅⋅ , onda 

partikularno rješenje ima oblik  
 

,s x

py C x e
β ⋅= ⋅ ⋅  

 

gdje je s kratnost rješenja β u odnosu na karakterističnu jednadžbu. Očito je { }0,1,2s ∈  

jer β ili nije rješenje karakteristične jednadžbe (tada je 0s = ) ili je s još nekim realnim 

brojem jednostruko rješenje te jednadžbe (tada je 1s = ) ili je jedinstveno dvostruko 

rješenje te jednadžbe (tada je 2s = ).   
 

Vratimo se na zadatak kojega rješavamo. Karakteristična jednadžba ima jedinstveno 

realno rješenje 1 1,k = −  pa 2β =  nije njezino rješenje. Dakle, 0s = , pa će partikularno 

rješenje biti također eksponencijalna funkcija oblika: 
 

2 ,  .x

py C e C
⋅= ⋅ ∈ℝ   
 

Odredimo njezinu prvu i drugu derivaciju: 
 

2

2

'

''

2 ,

4 .

x

p

x

p

y C e

y C e

⋅

⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅
 

 

Izraze za ' '',    i  
p p p

y y y  uvrstimo u zadanu jednadžbu, pa dobijemo: 
 

2 2 2 2 24 2 2 9 ,     / : 0

4 4 9 9 9 1.

x x x x xC e C e C e e e

C C C C C

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ >

⋅ + ⋅ + = ⇔ ⋅ = ⇔ =
 

 

Zaključujemo da je: 
 

2 x

py e
⋅=  

 

Dakle, opće rješenje zadane jednadžbe, a time i konačno rješenje podzadatka je: 
 

2

1 2 1 2( ) ,  , .x x

h py y y C x C e e C C
− ⋅= + = ⋅ + ⋅ + ∈ℝ  
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d) Pripadna homogena jednadžba je '' ' 2 0.y y y+ − ⋅ =  Očitamo: 1,  2,p q= = −  pa je 

pridružena karakteristična jednadžba 2 2 0.k k+ − =  Ona ima točno dva različita realna 

rješenja 1 2k = −  i 2 1.k =  Primjenom koraka 2. iz strategije rješavanja ovoga tipa 

jednadžbi zaključujemo da je opće rješenje pripadne homogene jednadžbe: 
 

2 1 2

1 2 1 2 .t t t t

hy C e C e C e C e
− ⋅ ⋅ − ⋅= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅   

 

Funkcija smetnje je zbroj harmonijskih funkcija ( ) 8 cos(2 ) 4 sin(2 ).f x t t= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  Tu 

funkciju bismo mogli zapisati u obliku ( ) sin(2 )h t A t ϕ= ⋅ ⋅ + , ali time ne bismo ništa 

postigli (osim što bismo više pisali i produljili postupak rješavanja podzadatka). 

Partikularno rješenje zadane jednadžbe će također biti izraz koji će sadržavati 
harmonijske funkcije. Preciznije pravilo glasi: 
 

Pravilo 3. Ako je funkcija smetnje zbroj harmonijskih funkcija oblika 

1 2cos( ) sin( )A t A tω ω⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ , onda partikularno rješenje ima oblik: 
 

( cos( ) cos( )),  , ,s

py t A t B t A Bω ω= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ  
 

gdje je s kratnost broja iω ⋅  u odnosu na karakterističnu jednadžbu. Očito je { }0,1s ∈  

jer iω ⋅  ili uopće nije rješenje karakteristične jednadžbe (tada je 0s = ) ili je zajedno sa 

svojim konjugatom jednostruko rješenje te jednadžbe (tada je 1s = ). 
 

Vratimo se na podzadatak koji rješavamo. Očitamo 2ω = , pa utvrdimo da 2i iω ⋅ = ⋅  
nije rješenje karakteristične jednadžbe. Zbog toga partikularno rješenje ima oblik: 
 

cos(2 ) sin(2 ),  , .py A t B t A B= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ  
 

Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza: 
 

'

''

2 sin(2 ) 2 cos(2 ),

4 cos(2 ) 4 sin(2 ).

p

p

y A t B t

y A t B t

= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
 

 

Uvrštavanjem izraza za ' '',   i   p p py y y u zadanu jednadžbu slijedi: 
 

( – 2 ( )

8 cos

4 cos(2 ) 4 sin(2 ) 2 sin(2 ) 2 cos(2 )) cos(2 ) sin(2 )

( ) ( ),

( 6 2 ) cos(2 ) ( 2 6 ) sin(

2 – 4 sin 2

8 cos 2 – 4 sin2 ) ( (2) ).

A t B t A t B t A t B t

A

t t

tB t A t tB

+ ⋅ =− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅

= ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅

⋅

⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

⋅  

 

Lijeva strana posljednje jednadžbe bit će jednaka njezinoj desnoj strani ako 

istovremeno budu jednaki koeficijenti uz cos(2 )t⋅ , odnosno sin(2 ).t⋅  Tako dobivamo 

sustav dviju linearnih jednadžbi s dvije nepoznanice: 
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6 2 8, 3 4,

2 6 4 3 2.

A B A B

A B A B

− ⋅ + ⋅ = − ⋅ + = 
⇔ 

− ⋅ − ⋅ = − + ⋅ = 
 

 

Njegovo je rješenje ( , ) ( 1,1).A B = −  Dakle, partikularno rješenje je funkcija 
 

sin(2 ) cos(2 ),py t t= ⋅ − ⋅  
 

pa je traženo opće rješenje, a time i rješenje podzadatka: 
 

2

1 2 1 2sin(2 ) cos(2 ),  , .t t

h py y y C e C e t t C C− ⋅= + = ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ∈ℝ  
 

e) Pripadna homogena jednadžba je '' '3 0.y y− ⋅ =  Očitamo: 3,  0,p q= − =  pa je 

pridružena karakteristična jednadžba 2 3 0.k k− ⋅ =  Ona ima točno dva različita realna 
rješenja 

1 0k =  i 
2 3.k =  Primjenom koraka 2. iz strategije rješavanja ovoga tipa 

jednadžbi zaključujemo da je opće rješenje pripadne homogene jednadžbe: 
 

0 3 3

1 2 1 2 .x t t

hy C e C e C C e
⋅ ⋅ ⋅= ⋅ + ⋅ = + ⋅   

 

Funkcija smetnje je zbroj umnožaka harmonijskih funkcija i polinoma 1. stupnja 

3 – 2 sin – 3 cos .( ) ( ) ( )t t tt tf ⋅ += ⋅ ⋅  U ovom slučaju partikularno rješenje ima nešto 

složeniji oblik. Preciznije, vrijedi sljedeće pravilo. 
 

Pravilo 4. Ako je funkcija smetnje funkcija oblika 

1 2( ) sin( ) ( ) co( s() )P t tf P t tt ω ω= ⋅ + ⋅ ⋅⋅ , gdje su 1 20, a    i  P Pω>  polinomi, onda partikularno 

rješenje ima oblik  
 

( cos( ) cos( )),s

p k ky t Q t R tω ω= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
 

gdje su { }1 2: max st( ),st( ) ,k P P= , k kQ R  polinomi stupnja k,  a s kratnost broja iω ⋅  u 

odnosu na karakterističnu jednadžbu. Analogno kao u Pravilu 3. i uz istu 

argumentaciju vrijedi { }0,1s ∈ . 
 

Vratimo se na podzadatak koji rješavamo. Očitamo 1ω = , pa utvrdimo da i iω ⋅ =  nije 

rješenje karakteristične jednadžbe. To znači da je 0.s =  Nadalje, očitamo:  
 

1 2( ) 3 2,  ( ) 3.P t t P t t= ⋅ − = − −  
 

Oba polinoma su stupnja 1, pa je { }max 1,1 1.k = =  Zbog toga je: 
 

( ) cos ( ) sin ,  , , , .py A t B t C t D t A B C D= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ∈ℝ  
 

Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza: 
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'

''

( ) cos ( ) sin ,

( 2 ) cos ( 2 ) sin .

p

p

y C t A D t A t B C t

y A t B C t C t A D t

= ⋅ + + ⋅ + − ⋅ − + ⋅

= − ⋅ − + ⋅ ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅
 

 

Uvrštavanjem izraza za ' '',   i   p p py y y u zadanu jednadžbu slijedi: 
 

( )
3 – 2 sin – 3 cos .

((3 ) ( 2 3 3 )) sin (( 3 ) ( 3 2 3 )) cos

3 – 2 sin –

( 2 ) cos ( 2 ) sin 3 ( )

( 3 c

cos ( ) sin

( ) ( )

) ( os ,

(3 ) (

)

t t t t

A C

t

t A B C D t A t

A t B C t C A D t C t A D t A

C

t

t C

A B

B

C D t

t

A

t

t t

C t

=

= ⋅ +

⋅ − ⋅ + − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + − − ⋅ ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅ =

= ⋅ +

⋅ − ⋅ + −

− ⋅ − + ⋅ ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ + + ⋅ + − ⋅ − + ⋅

⋅ ⋅

⋅ ⋅

2 3 3 ) 3 2,

( 3 ) ( 3 2 3 ) 3

3 3,

2 3 3 2,

3 1,

3 2 3 3.

A B C D t

A C t A B C D t

A C

A B C D

A C

A B C D

⋅ + ⋅ − ⋅ − = ⋅ −


− − ⋅ ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − ⋅ = − −

⋅ − =
− ⋅ + ⋅ − ⋅ − = −


− − ⋅ = −
− ⋅ − + ⋅ − ⋅ = −

 

 

Rješenje ovoga sustava četiriju linearnih jednadžbi s četiri nepoznanice je ( , , , )A B C D =  

(1,0,0,0).=  Dakle, partikularno rješenje zadane jednadžbe je: 
 

cos ,py t t= ⋅  
 

pa je traženo opće rješenje te jednadžbe, a time i rješenje podzadatka: 
 

3

1 2 cos .t

h py y y C C e t t
⋅= + = + ⋅ + ⋅  

 

f) Pripadna homogena jednadžba je '' '2 10 0.y y y− ⋅ + ⋅ =  Njezina rješenja su 1 1 3k i= + ⋅  

i 2 1.k k=  Rješenje koje ima strogo pozitivan imaginarni dio je 1k , pa odredimo: 
 

1 1Re( ) 1,  Im( ) 3.a k b k= = = =   
 

Primjenom koraka 5. iz spomenute strategije dobivamo: 
 

1 2( cos(3 ) sin(3 )).t

hy e C t C t= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅   
 

Funkcija smetnje je ( ) 8 sin .t
f x e t= ⋅ ⋅  Ona je umnožak eksponencijalne i harmonijske 

funkcije. I partikularno rješenje će imati sličan oblik. Preciznije, vrijedi sljedeće pravilo. 
 

Pravilo 5. Ako je funkcija smetnje oblika 
1 2( cos( ) sin( )),t

e A t A t
α ω ω⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  pri čemu su 

1 2, ,A Aα ∈ℝ  konstante, onda partikularno rješenje ima oblik: 
 

( cos( ) sin( )),  , ,s t

py t e A t B t A B
α ω ω⋅= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ   
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gdje je s kratnost rješenja a iω+ ⋅  u odnosu na karakterističnu jednadžbu. Očito je 

{ }0,1s ∈  jer a iω+ ⋅  ili nije rješenje karakteristične jednadžbe (tada je 0s = ) ili je 

jednostruko rješenje te jednadžbe zajedno sa svojim konjugatom (tada je 1s = ).  
 

Vratimo se zadatku koji rješavamo. Očitamo: 1,α ω= =  pa utvrdimo da 1i iα ω+ ⋅ = +  

nije rješenje karakteristične jednadžbe. Zbog toga je 0,s =  pa je:  
 

( cos sin ),  , .t

py e A t B t A B= ⋅ ⋅ + ⋅ ∈ℝ  
 

Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza: 
 

'

''

(( ) cos ( ) sin ),

(2 cos 2 sin ).

t

p

t

p

y e A B t A B t

y e B t A t

= ⋅ + ⋅ + − + ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
  

 

Uvrštavanjem izraza za ' '',   i   p p py y y u zadanu jednadžbu slijedi: 
 

(2 cos 2 sin ) 2 (( ) cos ( ) sin ) 10 ( cos sin )

8 sin ,     / : 0

8 cos 8 sin 8 sin ( , ) (0,1).

t t t

t t

e B t A t e A B t A B t e A t B t

e t e

A t B t t A B

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + − + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =

= ⋅ ⋅ >

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⇒ =

  

 

Dakle, partikularno rješenje je: 
 

sin ,t

py e t= ⋅  
 

pa je opće rješenje polazne jednadžbe: 
 

1 2 1 2( cos(3 ) sin(3 )) sin ,  , .t t

h py y y e C t C t e t C C= + = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ∈ℝ   
 

g) Pripadna homogena jednadžba je '' '2 0.y y+ ⋅ =  Očitamo: 2,  0,p q= =  pa je 

pridružena karakteristična jednadžba 2 2 0.k k+ ⋅ =  Ona ima točno dva različita realna 
rješenja 

1 2k = −  i 
2 0.k =  Primjenom koraka 2. iz strategije rješavanja ovoga tipa 

jednadžbi zaključujemo da je opće rješenje pripadne homogene jednadžbe: 
 

2 0 2

1 2 1 2.x x x

hy C e C e C e C
− ⋅ ⋅ − ⋅= ⋅ + ⋅ = ⋅ +   

 

Funkcija smetnje je zbroj polinoma 1. stupnja i eksponencijalne funkcije. Pravilo 3. 

govori o umnošku funkcija takvih oblika, pa ga ovdje ne možemo primijeniti. Zbog toga 

ćemo primijeniti načelo superpozicije. Koristeći Pravila 1. i 2. odredit ćemo 

partikularna rješenja sljedećih običnih diferencijalnih jednadžbi: 
 

'' '2 4y y x+ ⋅ = ⋅   i  2'' '2 4 .x
y y e

− ⋅+ ⋅ = − ⋅  
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Potom ćemo dobivena partikularna rješenja zbrojiti s općim rješenjem pripadne 
homogene jednadžbe i tako dobiti traženo opće rješenje polazne jednadžbe. 
 

Dakle, najprije nađimo partikularno rješenje jednadžbe: 
 

'' '2 4 .y y x+ ⋅ = ⋅  
 

Primijenimo Pravilo 1. Desna strana ove jednadžbe je polinom 1. stupnja, pa je 
( ) .Q x A x B= ⋅ +  0 je jednostruko rješenje pripadne karakteristične jednadžbe, pa je 1.s =  

Zbog toga partikularno rješenje ove jednadžbe ima oblik: 
 

( ) 1 2

1
( )

p
y x A x B A x B x= ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅ .  

 

Prve dvije njegove derivacije su: 
 

( )( )

( )( )
1

1

'

''

2 ,

2 .

p

p

y A x B

y A

= ⋅ ⋅ +

= ⋅

 

 

Izraze za ( )( ) ( )( )
1 1

' ''

 i  p py y  uvrstimo u jednadžbu '' '2 4y y x+ ⋅ = ⋅ , pa dobijemo: 

 

2 2 (2 ) 4 ,

4 (2 2 ) 4 ,

4 4,

2 2 0.

A A x B x

A x A B x

A

A B

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + = ⋅

⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅

⋅ =


⋅ + ⋅ =

 

 

Rješenje ovoga sustava je ( , ) (1, 1).A B = −  Zbog toga partikularno rješenje jednadžbe 
'' '2 4y y x+ ⋅ = ⋅  glasi: 

 

( ) 2

1
.py x x= −  

 

Sada nađimo partikularno rješenje jednadžbe: 
 

2'' '2 4 .x
y y e

− ⋅+ ⋅ = ⋅  
 

Primijenimo Pravilo 2. Desna strana ove jednadžbe je eksponencijalna funkcija. 

Koeficijent uz x u njezinu eksponentu jednak je –2. –2 je jednostruko rješenje pripadne 

karakteristične jednadžbe, pa je 1.s =  Zbog toga partikularno rješenje ove jednadžbe 
ima oblik: 
 

( ) 1 2 2

2
.x x

py C x e C x e
− ⋅ − ⋅= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

 

Prve dvije njegove derivacije su: 
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( )( )

( )( )

2

2

2

2

'

''

( 2 1) ,

4 ( 1) .

x

p

x

p

y C x e

y C x e

− ⋅

− ⋅

= ⋅ − ⋅ + ⋅

= ⋅ ⋅ − ⋅

 

 

Izraze za ( )( ) ( )( )
2 2

' ''

  i  
p p

y y  uvrstimo u jednadžbu 2'' '2 4 x
y y e

− ⋅+ ⋅ = ⋅ , pa dobijemo: 

 
2 2 2 24 ( 1) 2 ( 2 1) 4 ,    / : 2

2 ( 1) ( 2 1) 2,

2 2.

x x x xC x e C x e e e

C x C x

C C

− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ = − ⋅ ⋅

⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ + = −

− = − ⇔ =

 

 

Dakle, partikularno rješenje jednadžbe 2'' '2 4 x
y y e

− ⋅+ ⋅ = ⋅  je: 
 

( ) 2

2
2 ,x

py x e
− ⋅= ⋅ ⋅  

 

pa zaključujemo da je traženo opće rješenje polazne jednadžbe: 
 

( ) ( ) 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 21 2
2 (2 ) ,  , .x x x

h p p
y y y y C e C x x x e x C e x x C C C− ⋅ − ⋅ − ⋅= + + = ⋅ + + − + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ + − + ∈ℝ   

 

Članovi općega rješenja namjerno su grupirani kao u posljednjem zapisu tako da se 

bolje istakne struktura dobivena općega rješenja: ono je zbroj polinoma 2. stupnja (sa 

varijabilnim slobodnim članom) i umnoška polinoma 1. stupnja (sa varijabilnim 

slobodnim članom) i eksponencijalne funkcije. 
 

h) Znamo da je ( )2 1
sin 1 cos(2 )

2
t t= ⋅ − ⋅ . Zbog toga zadanu jednadžbu najprije zapišimo 

u obliku: 
 

'' ' 10 10 cos(2 ).y y t+ = − ⋅ ⋅   
 

Pripadna homogena jednadžba je '' ' 0.y y+ =  Očitamo: 1,  0,p q= =  pa je pridružena 

karakteristična jednadžba 2 0.k k+ =  Ona ima točno dva različita realna rješenja 

1 1k = −  i 
2 0.k =  Primjenom koraka 2. iz strategije rješavanja ovoga tipa jednadžbi 

zaključujemo da je opće rješenje pripadne homogene jednadžbe: 
 

1 0

1 2 1 2.t t t

hy C e C e C e C− ⋅ ⋅ −= ⋅ + ⋅ = ⋅ +   
 

Funkcija smetnje je zbroj konstante i harmonijske funkcije. Pravilo 3. govori o zbroju 

harmonijskih funkcija, pa ga ovdje ne možemo primijeniti. Zbog toga ćemo ponovno 

primijeniti načelo superpozicije. Konkretno, koristeći Pravila 1. i 3. odredit ćemo 

partikularna rješenja sljedećih jednadžbi: 
 

'' ' 10y y+ =   i  '' ' 10 cos(2 ).y y t+ = − ⋅ ⋅  
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Potom ćemo dobivena partikularna rješenja zbrojiti s općim rješenjem pripadne 
homogene linearne obične diferencijalne jednadžbe i tako dobiti traženo opće rješenje 

zadane jednadžbe. 
 

Dakle, najprije nađimo partikularno rješenje jednadžbe: 
 

'' ' 10.y y+ =  
 

Primijenimo Pravilo 1. Desna strana ove jednadžbe je konstanta, pa je ( ) .Q t A=  0 je 

jednostruko rješenje pripadne karakteristične jednadžbe, pa je 1.s =  Zbog toga 

partikularno rješenje ove jednadžbe ima oblik: 
 

( ) 1

1
.py t A A t= ⋅ = ⋅   

 

Prve dvije njegove derivacije su: 
 

( )( )

( )( )
1

1

'

''

,

0.

p

p

y A

y

=

=

 

 

Izraze za ( )( ) ( )( )
1 1

' ''

  i  p py y  uvrstimo u jednadžbu '' ' 10y y+ = , pa dobijemo: 

 

0 10 10.A A+ = ⇔ =  

 

Dakle, partikularno rješenje jednadžbe '' ' 10y y+ =  je: 
 

( )
1

10 .
p

y t= ⋅  

 

Sada nađimo partikularno rješenje jednadžbe: 
 

'' ' 10 cos(2 ).y y t+ = − ⋅ ⋅  
 

Primijenimo Pravilo 3. Desna strana ove jednadžbe je harmonijska funkcija. Njezina 

kružna frekvencija jednaka je 2. Broj 2 i⋅  nije rješenje pripadne karakteristične 

jednadžbe, pa je 0.s =  Zbog toga partikularno rješenje ove jednadžbe ima oblik: 
 

( ) 1 22
cos(2 ) sin(2 ).

p
y A t A t= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  

 

Prve dvije njegove derivacije su: 
 

( )( )

( )( )

2 12

1 22

'

''

2 cos(2 ) 2 sin(2 ),

4 cos(2 ) 4 sin(2 ).

p

p

y A t A t

y A t A t

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
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Izraze za ( )( ) ( )( )
2 2

' ''
  i  p py y  uvrstimo u jednadžbu '' ' 10 cos(2 )y y t+ = − ⋅ ⋅ , pa dobijemo: 

 

1 2 2 1

1 2 1 2

4 cos(2 ) 4 sin(2 ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 ) 10 cos(2 ),

( 4 2 ) cos(2 ) ( 2 4 ) sin(2 ) 10 cos(2 ).

A t A t A t A t t

A A t A A t t

− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅

− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅
 

1 2

1 2

4 2 10,

2 4 0.

A A

A A

− ⋅ + ⋅ = −


− ⋅ − ⋅ =
 

 

Rješenje ovoga sustava je 1 2( , ) (2, 1).A A = −  Dakle, partikularno rješenje jednadžbe 
'' ' 10 cos(2 )y y t+ = − ⋅ ⋅  je: 

 

( )
2

2 cos(2 ) sin(2 ),
p

y t t= ⋅ ⋅ − ⋅  

 

pa je traženo opće rješenje polazne jednadžbe: 
 

( ) ( ) 1 2 1 21 2
10 2 cos(2 ) sin(2 ),  , .t

h p p
y y y y C e C t t t C C−= + + = ⋅ + + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ∈ℝ  

 

Zadatak 7. Riješite sljedeće Cauchyjeve probleme: 
 

( )

2'' '

'

'' '

'

6 (10 3) ,

) (0) 1,

(0) 4.

2 2 5 cos ,
) 

(0) (0) 3.

x

t

y y y x e

y

y

y y y e t

y y

⋅ + − ⋅ = ⋅ − ⋅


=


= −

 + ⋅ + ⋅ = ⋅ +


= =

a

b

  

 

Rješenje: a) Pripadna homogena jednadžba je '' ' 6 0.y y y+ − ⋅ =  Očitamo 1,  6,p q= = −  

pa pridružena karakteristična jednadžba glasi: 2 6 0.k k+ − =  Njezina su rješenja 
1 3k = −  

i 2 2.k =  Ta rješenja su realna i međusobno različita, pa, prema koraku 2. odgovarajuće 

strategije, opće rješenje pripadne homogene jednadžbe glasi: 
 

3 2

1 2 .x x

hy C e C e
− ⋅ ⋅= ⋅ + ⋅   

 

Funkcija smetnje je 2( ) (10 3) .xf x x e ⋅= ⋅ − ⋅  Ona je umnožak polinoma 1. stupnja i 

eksponencijalne funkcije. I partikularno rješenje potražit ćemo u sličnom obliku. 

Preciznije, vrijedi sljedeće pravilo koje je svojevrsno poopćenje Pravila 2. 
 

Pravilo 6. Ako je funkcija smetnje oblika ( ) ( ) xf x P x eα ⋅= ⋅ , gdje su P polinom stupnja 

n i α ∈ℝ  konstanta, onda partikularno rješenje ima oblik: 
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( )s x

py x Q x eα ⋅= ⋅ ⋅ , 

gdje su s kratnost rješenja α  u odnosu na karakterističnu jednadžbu i Q polinom 

stupnja n. Očito je { }0,1,2s ∈  jer α  ili nije rješenje karakteristične jednadžbe (tada je 

0s = ) ili je (zajedno s još nekim realnim brojem) jednostruko rješenje te jednadžbe 

(tada je 1s = ) ili je (jedinstveno) dvostruko rješenje te jednadžbe (tada je 2s = ).    
 

Vratimo se na zadatak koji rješavamo. Očitamo: 2α = , pa utvrdimo da je taj broj 
jednostruko rješenje karakteristične jednadžbe (zajedno s 1k ). Zbog toga je 1.s =  

Nadalje, ( ) 10 3P x x= ⋅ −  je polinom 1. stupnja, pa je i Q polinom 1. stupnja, tj. 

( ) .Q x A x B= ⋅ +  Prema tome, partikularno rješenje ima oblik: 
 

( )1 2 2 2( ) ,  , .x x

p
y x A x B e A x B x e A B

⋅ ⋅= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ   

 

Prve dvije derivacije toga izraza su: 
 

( )

( )

2 2

2 2

'

''

2 (2 2 ) ,

4 (8 4 ) 2 4 .

x

p

x

p

y A x A B x B e

y A x A B x A B e

⋅

⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅
  

 

Uvrštavanjem izraza za ' '',   i   p p py y y u zadanu jednadžbu slijedi: 
 

( ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

4 (8 4 ) 2 4 2 (2 2 )

6 (10 3) ,    / : 0

10 (2 5 ) 10 3,

10 10,

2 5 3.

x x

x x x

A x A B x A B e A x A B x B e

A x B x e x e e

A x A B x

A

A B

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ −

− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ >

⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ −

⋅ =


⋅ + ⋅ = −

  

 

Rješenje ovoga sustava je ( , ) (1, 1).A B = −  Zbog toga je: 
 

( )2 2 ,x

p
y x x e

⋅= − ⋅  

 

pa je opće rješenje polazne jednadžbe: 
 

( ) ( )3 2 2 2 3 2 2

1 2 1 2 1 2
,  , .x x x x x

h p
y y y C e C e x x e C e x x C e C C

− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅= + = ⋅ + ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − + ⋅ ∈ℝ  

 

Cauchyjev problem nužno mora imati jedinstveno rješenje. Opće rješenje jednadžbe 

„generira“ beskonačno mnogo različitih funkcija. Zbog toga ćemo iskoristiti zadane 

početne uvjete i odrediti nepoznate konstante 1 2,C C ∈ℝ . 

 

Prvi početni uvjet je (0) 1.y =  U izraz za y uvrstimo 0,  1,x y= =  pa dobijemo: 
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� ( ) �
0 0

2

3 0 2 2 0

1 2 1 2

1 1

1 0 0 1.
e e

C

C e C e C C− ⋅ ⋅

= = = =
=

= ⋅ + − + ⋅ ⇔ + =
�������

 

Drugi početni uvjet je '(0) 4.y = −  Odredimo: 
 

( )3 2 2

1 2

' ( 3) 2 2 1 ,x x
y C e x C e

− ⋅ ⋅= − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅  

 

pa u tu jednakost uvrstimo '0,  4.x y= = −  Dobivamo: 
 

� �
0

2

3 0 2 2 0

1 2 1 2 1 2

11 2 1

4 ( 3) 2 0 2 1 4 3 2 1 3 2 3.
e C

C e C e C C C C
− ⋅ ⋅

== = = ⋅ −

 
 − = − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⇔ − = − ⋅ + ⋅ − ⇔ ⋅ − ⋅ =
 
 
�������

 

 

Tako smo dobili sustav: 
 

1 2

1 2

1,

3 2 3.

C C

C C

+ =


⋅ − ⋅ =
  

 

Njegovo je rješenje 
1 2( , ) (1,0).C C =  Dakle, rješenje zadatka je funkcija: 

 

( )3 2 2 .x x
y e x x e

− ⋅ ⋅= + − ⋅  

 

b) Pripadna homogena jednadžba je '' '2 2 0.y y y+ ⋅ + ⋅ =  Očitamo: 2.p q= =  

Pridružena karakteristična jednadžba glasi: 2 2 2 0.k k+ ⋅ + =  Njezina rješenja su 1 1k i= − +  

i 2 1.k k=  Rješenje koje ima strogo pozitivan imaginarni dio je 1k , pa odredimo: 
 

1 1Re( ) 1,  Im( ) 1.a k b k= = − = =   
 

Primjenom koraka 5. iz strategije rješavanja ovoga tipa jednadžbi dobivamo: 
 

1 2( cos sin ).t

hy e C t C t
−= ⋅ ⋅ + ⋅  

 

Funkcija smetnje je ( ) 5 ( cos ).tf t e t= ⋅ +  Pravilo 5. govori o obliku partikularnoga 

rješenja u slučaju kad je funkcija smetnje umnožak eksponencijalne i harmonijske 

funkcije, ali ne i kad je funkcija smetnje zbroj tih dviju funkcija. Zbog toga moramo 

primijeniti načelo superpozicije. Koristeći Pravila 2. i 3. odredit ćemo partikularna 

rješenja jednadžbi: 
 

'' ' '' '2 2 5    i   2 2 5 cos .ty y y e y y y t+ ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅  
 

Potom ćemo ta rješenja zbrojiti s općim rješenjem pripadne homogene jednadžbe i 

dobiti opće rješenje polazne jednadžbe. Koristeći početne uvjete odredit ćemo 

vrijednosti konstanti 1C  i 2C , te tako dobiti rješenje zadatka. 
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Nađimo najprije partikularno rješenje jednadžbe 
 

'' '2 2 5 .ty y y e+ ⋅ + ⋅ = ⋅  
 

Primijenimo Pravilo 2. Očitamo: 1.α =  Taj broj nije rješenje karakteristične jednadžbe, 

pa je 0.s =  Zbog toga partikularno rješenje tražimo u obliku: 
 

( )
1

.t

p
y C e= ⋅   

 

Sve derivacije, pa posebno i prve dvije, ovoga izraza jednake su njemu samome: 
 

( )( ) ( )( ) ( )
1 1 1

'' '

.t

p p py y y C e= = = ⋅  

 

Uvrštavanjem izraza za ( )( ) ( )( ) ( )
1 1 1

'' '
,   i  p p py y y  u jednadžbu '' '2 2 5 ty y y e+ ⋅ + ⋅ = ⋅  slijedi: 

 

2 2 5 ,    / : 0

5 5 1.

t t t t tC e C e C e e e

C C

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ >

⋅ = ⇔ =
 

 

Prema tome je: 
 

( )
1

.t

p
y e=  

 

Sada nađimo partikularno rješenje jednadžbe 
 

'' '2 2 5 cos .y y y t+ ⋅ + ⋅ = ⋅  
 

Primijenimo Pravilo 3. Očitamo: 1.ω =  Broj i iω ⋅ =  nije rješenje karakteristične 

jednadžbe, pa je 0.s =  Zbog toga partikularno rješenje tražimo u obliku: 
 

( )
2

cos sin .
p

y A t B t= ⋅ + ⋅   

 

Prve dvije derivacije ovoga izraza su: 
 

( )( )

( )( )
2

2

'

''

sin cos ,

cos sin .

p

p

y A t B t

y A t B t

= − ⋅ + ⋅

= − ⋅ − ⋅

 

 

Uvrštavanjem izraza za ( )( ) ( )( ) ( )
2 2 2

'' '

,  i p p py y y  u jednadžbu '' '2 2 5 cosy y y t+ ⋅ + ⋅ = ⋅  slijedi: 

 

cos sin 2 ( sin cos ) 2 ( cos sin ) 5 cos ,

( 2 ) cos ( 2 ) sin 5 cos ,

A t B t A t B t A t B t t

A B t A B t t

− ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅

+ ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ = ⋅
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2 5,

2 0.

A B

A B

+ ⋅ =


− ⋅ + =
 

 

Rješenje ovoga sustava je ( , ) (1,2).A B =  Zbog toga je: 
 

( )
2

cos 2 sin ,
p

y t t= + ⋅  

 

pa je opće rješenje polazne jednadžbe: 
 

1 2 1 2( cos sin ) cos 2 sin ,  , .t t

h py y y e C t C t e t t C C−= + = ⋅ ⋅ + ⋅ + + + ⋅ ∈ℝ  
 

Preostaje odrediti nepoznate konstante 
1 2, .C C ∈ℝ  U tu svrhu iskoristimo početne 

uvjete. Znamo da je (0) 3,y =  pa uvrštavanjem 0,  3t y= =  u opće rješenje dobivamo: 
 

� � � � � �
0 0

1 2 1 1

1 1 0 1 1 0

3 ( cos0 sin 0) cos 0 2 sin 0 1 1 3 1.e C C e C C
−

= = = = = =

= ⋅ ⋅ + ⋅ + + + ⋅ ⇒ + + = ⇒ =  

 

Znamo i da je '(0) 3.y =  Odredimo: 
 

1 2 1 2

' ( ) cos ( ) sin sin 2 cos .t t ty C C e t C C e t e t t− −= − + ⋅ ⋅ + − − ⋅ ⋅ + − + ⋅  
 

U ovu jednakost uvrstimo '0,  3t y= = i 1 1C =  , pa dobijemo: 
 

� � � � � � �
0 0 0

2 2 2 2

1 1 1 0 1 0 1

3 ( 1 ) cos0 ( 1 ) sin0 sin 0 2 cos0 1 1 0 2 3 1.C e C e e C C
− −

= = = = = = =

= − + ⋅ ⋅ + − − ⋅ ⋅ + − + ⋅ ⇔ − + + − + = ⇔ =  

 

Dakle, rješenje zadatka je funkcija  
 

(cos sin ) cos 2 sin .t ty e t t e t t−= ⋅ + + + + ⋅  
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Domaća zadaća 
 
 

Riješite sljedeće jednadžbe: 
 

1. '' '8 16 0.y y y+ ⋅ + ⋅ = (Pretpostavite da je ( )y y x= .)  
 

2. '' '4 5 0.y y y+ ⋅ + ⋅ =  (Pretpostavite da je ( )y y t= .) 
 

3. '' ' 12 0.y y y− − ⋅ =  (Pretpostavite da je ( ).y y x= ) 
 

Riješite sljedeće Cauchyjeve probleme: 
   

4. 

''' 2 0,

( 1) ,

(0) 0.

y y y

y e

y

 + ⋅ + =


− = −
 =


 (Pretpostavite da je ( )y y t= .) 

 

5. 

'' 6 sin 0,

(0) 0.
2

y y t

y y
π

 + + ⋅ =

  

= =  
 

 

 

6. 

'' '

'

8 25 104 sin(3 ),

(0) 3,

(0) 6.

y y y t

y

y

 + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅


= −


=

 

  

7. 
'' ' 4

'

4 ,

(0) (0) 1.

x
y y e

y y

⋅ − = ⋅


= =
 

 

8. 

'' ' 2

'

3 ,

(0) 2,

(0) 6.

y y x

y

y

 + = ⋅


=


=

 

 

9. 
'' ' 2

'

2 2 8 sin(2 ),

(0) (0) 1.

t
y y e t

y y

− ⋅ + ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅


= =
 

 

10. 

20'' '

'

20 399 20 ,

(0) 1,

(0) 20.

t
y y e

y

y

− ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅


=


= −
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Rezultati zadataka za domaću zadaću 
 

 

1. 4

1 2 1 2( ) ,  , .x
y C x C e C C

− ⋅= ⋅ + ⋅ ∈ℝ  
 

2. 2

1 2 1 2( cos sin ) ,  , .t
y C t C t e C C

− ⋅= ⋅ + ⋅ ⋅ ∈ℝ  
 

3. 3 4

1 2 1 2,  , .x x
y C e C e C C

− ⋅ ⋅= ⋅ + ⋅ ∈ℝ  
 

4. .t
y t e

−= ⋅  
 

5. 3 cos .y t t= ⋅ ⋅  
 

6. 2 sin(3 ) 3 cos(3 ).y t t= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  
 

7. 4 1.x
y x e

⋅= ⋅ +  
 

8. 3 23 6 2.y x x x= − ⋅ + ⋅ +  
 

9. 2cos(2 ) sin(2 ) .t
y t t t e

− ⋅= ⋅ + ⋅ − ⋅  
 

10. 20 t
y e

− ⋅= .  


