3.4. LINEARNE OBICNE
DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 2. REDA

HOMOGENE I NEHOMOGENE LINEARNE
DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 2. REDA



3.4.1. POJAM LINEARNE OBICNE
DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 2. REDA

Linearna obicna diferencijalna jednadZba 2. reda (u
daljnjem tekstu: linearna ODJ 2. reda) moze biti:

s konstantnim koeficijentima;

s varijabilnim koeficijentima (tj. s koeficijentima koji
su funkcije varyjabli x, y 111 y’).

Mi ¢cemo promatrati isklju€ivo linearne ODJ 2. reda s
konstantnim koeficijentima.

Opc1 oblik takvih jednadzbi je:

y' +p-y+q-y=fx),

gdje su p, g € R konstantn1 koeficijenti, a f realna
funkcija jedne realne varijable.
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3.4.2. HOMOGENA LINEARNA ODJ 2. REDA

Ako je f = 0 (nulfunkcyja), linearnu ODJ 2. reda
nazivamo homogenom.

Karakteristicna jednadZba pridruzena homogenoj
ODJ 2. reda je kvadratna jednadzba

K+p-k+qg=0.

Kao 1 svaka kvadratna jednadzba, 1 karakteristiCna
jednadzba moze 1mati 1li dva razliCita realna rjesenja
ili toCno jedno realno rjesenje ili dva konjugirano-
kompleksna rjeSenja.

Ovisno o karakteru rjesenja karakteristiCne jednadzbe

1zvode se formule za opce rjeSenje homogene ODJ 2.
reda (vidjeti tablicu u odjeljku 3.4.3.).
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3.4.3. OPCA RJESENJA HOMOGENE ODJ 2. REDA

tip rjeSenja karakteristicne
jednadzbe

opce rjeSenje homogene
ODJ 2. reda

k. k, €R, k #k,

y=C, -e"" +C, e

ki =k,= kR

y=(C,+C,-x)-e

k =a+b-i, k, =k (b>0)

y=e""|C -cos(b-x)+C, -sin(b-x)]
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3.4.4. NEHOMOGENA LINEARNA ODJ 2. REDA

» Algoritam za odredivanje opcega rjeSenja bilo koje
nehomogene linearne ODJ 2. reda:

» 1. Rijesiti pripadnu homogenu linearnu ODJ 2. reda.
» 2. Odrediti bilo koje partikularno rjeSenje zadane ODJ.

» 3. Opce rjeSenje zadane nehomogene linearne ODJ 2. reda
jednako je zbroju opcega rjeSenja pripadne homogene
linearne ODIJ 2. reda 1 bilo kojega partikularnoga rjesenja
zadane nehomogene linearne ODJ 2. reda.

» Opce rjeSenje pripadne homogene ODJ 2. reda odredi se
kako je to opisano u 3.4.3.

» Partikularno rjeSenje opcenito je vrlo teSko odrediti, ali u
odredenim sluCajevima postoje neka pravila (vidjeti tablicu u
odjeljku 3.4.5).
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3.4.5. ODREDIVANIJE PARTIKULARNOGA RJESENJA U
POSEBNIM SLUCAJEVIMA

oblik funkcije f

tip partikularnoga rjeSenja

polinom stupnja n

P(x)=a,-x"+a,  -x""'+. . +a - x+a,

px)=x"-(4, - x"+...+ 4, -x+ 4,),
gdje je:
0, ako 0 nije rjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe;
s =<1,ako je 0 jednostruko rjesSenje karakteristi¢ne jednadzbe;

2,ako je 0 dvostruko rjesenje karakteristi¢cne jednadzbe.

eksponencijalna funkcija ili

eksponencijalnih funkcija

n
by eq¢ b.-
a-e’”” ili E a-e’”
i=1

zbroj

p(x)=C-x*-&"",
gdje je:
0, ako b nije rjesenje karakteristi¢ne jednadzbe;
s =1<1,ako je b jednostruko rjesenje karakteristi¢ne jednadzbe;

2,ako je b dvostruko rjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe.

a - sin(b - x), a - cos(b - x) ili zbroj
c*cos(b-x)+d- sin(b - x)

p(x)=x" [M -cos(b-x)+ N -sin(b-x)],
gdje je:
B {0, ako z = b-i nije rjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe;

I, ako z = b -i jest rjeSenje karakteristicne jednadzbe.

umnozak polinoma stupnja n 1 eksponen-
cijalne funkcije

n n—1 b-x
(a,-x"+a,_ -x""+.+a -x+a,) e

p(x)=x"(c, - x"+c, - x" "+ . . +c x+c,)) e,
gdje je:

0, ako b nije rjesenje karakteristicne jednadzbe;
s =11, ako je b jednostruko rjesenje karakteristi¢ne jednadzbe;

2, ako je b dvostruko rjesenje karakteristicne jednadzbe.
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3.4.5. ODREDPIVANJE PARTIKULARNOGA RJESENJA U

POSEBNIM SLUCAJEVIMA
oblik funkcije f tip partikularnoga rjeSenja

e’ -cos(b-x), e -sin(b-x),
e -[cos(b-x)+sin(b-x)]

px)=x"-e" [M -cos(b-x)+ N -sin(h- x)] ,
gdje je:
0, ako k =a+b-i nije rjeSenje karakteristiCne jednadzbe;
- {1, ako k=a+b-i jest rjeSenje karakteristicne jednadzbe;

P (x)-cos(b-x), P -sin(b-x),

P (x)-cos(b-x)+ P (x)-sin(b-x),
gdje su:

P (x) = polinom stupnja #;

P (x) = polinom stupnja m.

px)=x"-[Q(x)-cos(b-x)+R,(x)-sin(b-x)],
gdje su:
0, ako k =a+b-i nije rjeSenje karakteristi¢ne jednadzbe;
B {1, ako k = a+b-i jest rjeSenje karakteristicne jednadzbe:

[ =max{m,n}.

F,(x)-e" -cos(b-x), I, -e"" -sin(b-x),
e -[P,(x)-cos(b-x)+ P, (x)-sin(b-x)],
gdje su:

P (x) = polinom stupnja »;

P, (x) = polinom stupnja m.

px)=x"-e"-[Q(x)-cos(b-x) + R (x)-sin(b- x)],
gdje su:
0, ako k = a+ b -i nije jeSenje karakteristi¢ne jednadzbe;
B {1, ako k =a+b-i jest jeSenje karakteristiéne jednadzbe;

I =max {m,n}.
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3.4.6. PRINCIP SUPERPOZICIJE RJESENJA
Pretpostavimo da ODJ 2. reda 1ima oblik:

y4+py+qy=y f(x)
i=1

gdje su f. realne funkcije jedne realne varijable, za

svaki i = i, 2, ..., 1.
Nadalje, za svakii =1, 2, ..., n neka je y. opce rjesenje
jednadzbe y” + p -y’ + g -y =f,;.Tada je opce rjesenje
ornje ODJ dano s: -
SO V= Zyi
i=l1

Ovaj se princip naziva princip superpozicije (opcih)
riesenja ODJ 2. reda 1 vrlo je koristan za primjenu u
zadacima.
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