3.5.
LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

DEFINICIJA, OSNOVNA SVOJSTVA 1 PRIMJERI
LAPLACEOVE TRANSFORMACIJE.

ORIGINAL LAPLACEOVA TRANSFORMATA.



3.5.1. POJAM LAPLACEOVE
TRANSFORMACIJE

Laplaceova transformacija primjenjuje se prilikom rjesavanja mnogih
zadataka iz elektrotehnike, automatike, radiotehnike i sl.

Pretpostavka: Zadana je funkcija f: [0, +o0) — R.
Promatra se neprave integral

F(s)= | f(x)-e*"dx

Taj integral moze ili konvergirati ili divergirati, $to ovisi o
vrijednostima varijable se R.

Pridruzivanje koje funkciji [ pridruzuje funkciju F naziva se
Laplaceova transformacija. Funkcija [F naziva se Laplaceov

transformat funkcije f. Obratno, funkcija f naziva se original funkcije
F.

Pisemo: F(s) = L{f}(s), odnosno, krac¢e, F = L{f} (ako nam nije bitan
naziv varijable).

Laplaceov je transformat, ako postoji, jedinstven (zbog jedinstvenosti
grani¢ne vrijednosti koja se pojavljuje u definiciji gornjega nepravoga
integrala).

Netrivijalno je dokazati obrat: za svaki Laplaceov transformat £’ postoji
jedinstvena funkcija ftakva da je F = L{f }.
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3.5.2. PROBLEM POSTOJANJA
LAPLACEOVA TRANSFORMATA

o Problem 1. Postoji li Laplaceov transformat za
svaku elementarnu funkciju f7

o Odgovor: Ne postoji. Npr. f(x) L je kompozici-
ja elementarnih funkcija, pa je i sama elementarna
funkcija, ali L{f} ne postoji. (Dokazite!)

o Problem 2. Za kakve funkcije (sigurno) postoji
Laplaceov transtformat?

o Odgovor: Dat ¢emo ga za klasu funkcija koja ce
nam biti dovoljna za potrebe ovoga predmeta. Ta
klasa funkcija bit ¢ée tzv. funkcije eksponencijalnoga
rasta. U tu klasu pripadaju polinomi, osnovne
trigonometrijske i hiperbolne funkcije i dr.
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3.5.3. FUNKCIJE
EKSPONENCIJALNOGA RASTA

o Definicija: Kazemo da je funkcija f: [0, 4) — R
eksponencijalnoga rasta (na svojoj domeni) ako
postoje konstante a, M > 0 takve da za svaki x > 0
vrijedi |f(x)| <M -e™".

o Time =zapravo funkciju f na intervalu [0, -oo)

,ogranicavamo” s ,konkretnom” eksponencijalnom

funkcijom. Ne zanima nas vrijedi li ,,ogranicenje” i za
z < 0.

o Moze se pokazati da vrijedi:

o Teorem 1. Svaka funkcija eksponencijalnoga rasta
ima Laplaceov transformat.

o Detaljnija razmatranja izostavljamo.
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3.5.3. SVOJSTVA LAPLACEOVE
TRASNFORMACIJE

U daljnjem razmatranju pretpostavljamo da sve funkcije koje navodimo imaju
svoje Laplaceove transformate.

o Laplaceova transformacija ima brojna vrlo korisna svojstva.

o Osnovno i najvaznije svojstvo je svojstvo linearnosti.

Svojstvo 1. Za sve a, b € R i bilo koje dvije funkcije f, g : [0, +o0) — R vrijedi
jednakost:

L{a-f+ b g} =a L{f} + b L{g}.
Oprez: Na lijevoj strani gornje jednakosti je funkcija. Na desnoj strani te

jednakosti je zbroj funkcija. Zbog toga tu jednakost treba shvatiti kao jednakost
funkcija. (Sjetite se kad su dvije funkcije jednake!).

Rekli smo da je domena (ali ne nuzno prirodna domena!) funkcije f skup
[0, +o0). Sto je domena funkcije F7?

o Odgovor na ovo pitanje za funkcije eksponencijalnoga rasta daje

o Svojstvo 2. Neka je a, najmanji pozitivan broj takav da za taj q, i fiksirani M

> 0 vrijedi nejednakost iz definicije svojstva eksponencijalnoga rasta. Tada je
domena funkcije F skup [a,, +o0).

Komentar: U praksi se vrlo Cesto moze uzeti a, = 0 tako da se domena funkcije
F podudara s domenom funkcije f.
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3.5.4. NAPOMENA

o Algoritam =za odredivanje Laplaceova transformata
elementarne funkcije f = flx) izravno iz definicije toga
transformata moze se zapisati u ekvivalentnom obliku:

o Korak 1. Odrediti standardnu antiderivaciju G funkcije
g(z) = flw)- e* "

o Korak 2. Trazeni Laplaceov transformat jednak je (—1)
- G(0).

o Oprez: Iz Koraka 2. moze se uciniti da je (1) - G(0)
neki (realan) broj. To nije tocno. Antiderivacija G sadrzi
i parametar s i varijablu z. Broj 0 uvrstavamo umjesto z,

pa nam ostane izraz koji sadrzi s. To je tunkcija
varijable s, tj. trazeni transformat.

o Moze se pokazati da je Laplaceov transformat
elementarne funkcije uvijek prava racionalna funkcija.
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3.5.5. TABLICA LAPLACEOVIH
TRANSFORMATA
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Laplaceov transformat F = £ {f}
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3.5.5. TABLICA LAPLACEOVIH

TRANSFORMATA
original £ Laplaceov transformat F' = £ {f}
sin(a - z) -
cos(a * x) —
T sin(a - ) (Sf':’c'lf)z
Sz—az
X COS(G/ ) .CE) (s> +d°)
er T -sin(b - x) (S_a§2+bz
er * - cos(b - x) ———
ch(a - z) -
sh(a- ) -
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3.5.6. NEKA SVOJSTVA LAPLACEOVE

TRANSFORMACIJE
polazna funkcija Laplaceov transformat £ (f)
a-f +b-g gdjesua, beR a- F+b- G
7 s F(s)— £(0)
£ 2 F(s) s f(0)— f(0)
fla -2 )
et f F(s— a)
F(s)

j f@t)-dt

S G)

o1eAOy urfog O

oeaepold 1814 ¢



3.5.7. NAPOMENA

o Zapis L{f}(s) je zbunjujuéi ako ne razmisljate o ¢emu se
radi. £ ,uzima” funkciju f1i pridruzuje joj drugu funkciju F.
Ta funkcija — kao i sve funkcije - ima svoju varijablu. Ona je
oznacena sa s.

o Jasno je da varijabla funkcije F' moze biti oznacena i s nekim
drugim slovom. Ono mora biti razli¢ito od slova kojim je
oznacena varijabla funkcije f.

o Kad god to bude moguce, pisat ¢emo F umjesto £{f}, ali
pritom nuzno moramo navesti varijablu te funkcije.

o Zapis £ {f } = 1/s je neprecizan iako je intuitivno jasno na
Sto se misli. ,Analogon” toga zapisa je npr. zapis f= z + 1
(umjesto f (z) = x + 1). Taj zapis je korektan u MATLAB-u,
ali u matematici nije.

o Zbog toga: oprez!
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3.5.8. ORIGINAL LAPLACEOVA
TRANSFORMATA

U praksi (npr. prigodom rjesavanja Cauchyjevih problema u kojima
se pojavljuje ODJ 2. reda) se ¢esto pojavljuje problem:

Problem: Zadana je funkcija F. Nadéi (ako postoji) realnu funkciju f
takvu da je funkcija F' Laplaceov transformat funkcije f.

Napomena: Funkcija F' ne moze biti “'bilo kakva’ realna funkcija,
ve¢ iskljuc¢ivo prava racionalna funkcija.

Preslikavanje koje funkciji F' pridruzuje funkciju f takvu da je F'=
= L{f} naziva se inverz Laplaceove transformacije.

Pisemo: f= L{F} ikazemo da je foriginal transformata F.

Original Laplaceova transformata odreduje se pomocu tablica iz
odjeljka 3.6.4.

Radi jednostavnosti, Laplaceov transformat nerijetko je najprije
potrebno rastaviti na parcijalne razlomke, a potom odrediti original
svakoga pojedinoga pribrojnika.

Takav postupak je izravna posljedica svojstva linearnosti
Laplaceove transformacije.
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