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™ Bekworehmickiodel studij elektrotehnike)

rijeseni zadaci

Napomena: Pretpostavljamo da je svaki Laplaceov transformat funkcija varijable s.
Takoder, radi kratkoce i jasnode zapisa oznatavamo L{f}=F. (Oprez: Laplaceova

transformacija preslikava funkciju u funkciju, pa je nuzno pisati i varijablu.)
Zadatak 1. Dokazite da funkcija f(x)= e’ nije funkcija eksponencijalnoga rasta.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da je funkcija f funkcija eksponencijalnoga
rasta. Prema definiciji svojstva eksponencijalnoga rasta, postoje konstante a,M >0

takve da za svaki x>0 vrijedi nejednakost:

|f)| <M -e*.
Primijetimo da vrijedi jednakost:
|f ()| = gl=e

Uvrstavanjem te jednakosti u izraz | f (x)| <M -e"" dobivamo:

2
et <M-e"", [:e">0
e <M, /In

X*—a-x<InM.

Posljednja nejednakost mora vrijediti za svaki x>0, pa prijelazom na grani¢nu

vrijednost dobivamo:

lim (x* —a-x)< lim In M,

X—>+oo X—>+o0

+o<InM,

sto je nemoguce. Nasa pretpostavka je, dakle, bila pogresna, tj. f nije eksponencijalnoga

rasta.
Zadatak 2. Dokazite svojstvo linearnosti Laplaceove transformacije.

Rjesenje: Neka su fi g funkcije koje imaju Laplaceove transformate i neka su a,be R

konstante. Tvrdimo da i funkcija h=a- f+b-g ima Laplaceov transformat (oznac¢imo
ga s H)ida je
H(s)=a-F(s)+b-G(s).

Prema pretpostavci, funkcije fi ¢ imaju Laplaceove transformate. To znac¢i da postoje

funkcije F'i G takve da vrijedi:
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F(S):Tf(x)'e_”’dx:blifg(ff(x)-e‘” 'dxj’
0 0

Gls)= f g(x)-e " -dr= lim [I g(x)-e -dxj.

Koristec¢i definiciju nepravoga integrala oblika I f,(x)-dx i osnovna svojstva grani¢nih
0

vrijednosti dobivamo:

H(s)=(£(a-f+b-g))(s)=j(a-f+b-g)(x)~eﬂ- —th a-f+b-g)(x)- e”~dxj=

0 0

= lim (ja-f(xye” -dx+jb~g(x)-e** -dx] = lim (ajf(x).e” -dx+b-jg(x)-e** -dx] =
:blirg(a'jf(x)'e” ~dx]+blirpw[b.jg(x).65'~* .dxj =
=a- lim (jf (x)- e -dx]+b-blifg (jg(x)w"x ~dxj —a-F(s)+b-G(s).

Komentirajmo svaki redak ovoga izvoda. U prvom retku smo najprije napisali definiciju

Laplaceova transformata funkcije h=a- f +b-g koriste¢i nepravi integral. Potom smo

tu istu definiciju napisali koristeéi definiciju nepravoga integrala oblika I fix)-dx. Ta
0

definicija nam je omoguéila prijelaz na odredene integrale i primjenu svojstava
odredenih integrala. Znamo da je odredeni integral zbroja funkcija jednak zbroju
odredenih integrala svakoga pribrojnika, pa smo to primijenili na pocetku drugoga
retka. Znamo i da, ako se ispod odredenoga integrala nade umnozak konstante i neke
funkcije, onda tu konstantu smijemo ,izbaciti“ ispred odredenoga integrala. To smo
ucinili u nastavku drugoga retka.

U tre¢emu retku smo primijenili svojstvo grani¢nih vrijednosti:

lim (a- f,)(x)+b- f,(x))=a- lim f,(x)+b-lim f,(x)

X—>+Foo X—>+o0 X—>+o0
koje vrijedi ako postoje obje grani¢ne vrijednosti na desnoj strani jednakosti. U ovom
slucaju te graniéne vrijednosti postoje zbog pocetnih pretpostavki o postojanju funkcija
F i G definiranih upravo pomoc¢u tih grani¢nih vrijednosti. U posljednjemu retku

primijenili smo upravo te pretpostavke (tj. definicije funkcija F'i G s pocetka dokaza) i
time dokazali tvrdnju.
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Zadatak 3. Dokazite: Ako su f funkcija eksponencijalnoga rasta i F' njezin Laplaceov
transformat, onda je lim F(s)=0.

Napomena: Ovo svojstvo bi bilo vrlo trivijalno kad bi Laplaceov transformat svake
funkcije (za koju on postoji) bio prava racionalna funkcija. Medutim, postoje funkcije
definirane po dijelovima koje imaju Laplaceove transformate, ali ti transformati nisu
prave racionalne funkcije. Zbog toga me smijemo jednostavno zakljuciti: ,Laplaceov
transformat je prava racionalna funkcija. Graf svake prave racionalne funkcije ima

asimptotu y=0. Zbog toga je lim F(s)=0."
§—>+o0

lako ovaj ,dokaz“ nije ispravan (jer se zasniva na pogresnoj pretpostavci), on ipak
moze posluziti da tvrdnju iz zadatka provjerimo za funkcije ¢iji su Laplaceovi
transformati prave racionalne funkcije. Tvrdnja za njih doista vrijedi i dokaz u tom (i

samo u tom!) slucaju predstavlja gornji niz zakljucaka.
Rjesenje: Otprije znamo da za svaki A>0 vrijedi ekvivalencija:

(fl<A) e (-A<r<A).

Prema pretpostavci, fje eksponencijalnoga rasta. To znaci da postoje a,M >0 takvi da

za svaki x>0 vrijedi nejednakost:
|fO|<M e
Ovu nejednakost, a prema gornjoj ekvivalenciji, mozemo napisati u obliku:
M e < f(X)SM e,
Pomnozimo tu nejednakost sa strogo pozitivnom vrijednoséu e *:
M e e S f(x) e EM e &
_M 'e(a—s)-x < f(x)'e—s-x <M 'e(u—s)-x
o
vu nejednakost ,napadnemo® s nepravim integralom ri ¢emu se znakovi
O jednakost ,napad “ p tegral , P ki
0
nejednakosti neée promijeniti (,integral ¢uva nejednakosti®):

T—M Ty < f Fx)-e dx< f M e dx
0 0 0

+o0

-M - J. e Ax<F(s) <M -Te(“_“)'x -dx.
0

0
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(Srednji ¢lan je jednak F(s) prema definiciji Laplaceova transformata.) Ovu

nejednakost ,napadnemo® s grani¢nom vrijednosti lim , pri ¢emu se znakovi nejedna-
§—>+o0

kosti ponovno neée promijeniti (,,i grani¢ne vrijednosti ¢uvaju nejednakosti“):

lim [—M : j el -dxj < lim F(s) < lim (M : j PO -de o

§—>+o0 §—>+o0 §—>+o0
0 0

§—>+o0 §—>+o0 §—>+o0
0 0

—M - lim [I el dxj <lim F(s)<M - lim (I el dxj

§—>+o0

Tvrdnja zadatka ¢e biti dokazana dokazemo li da je lim ( I e -de =0. Naime, tada
0

¢e prvi i treéi ¢lan posljednje nejednakosti biti jednaki nuli. Zbog znakova nejednakosti,

i srednji ¢lan — a to je upravo trazena grani¢na vrijednost — mora biti jednak nuli.

b
0

Dakle, odredimo:
+oo b 1
L=lim [f e -de = lim (nm [t -dxj = lim | lim (— ew-mj
S§—>+o0 0 s—+oo | b—+oo 0 st | bt g — ¢
b . 1 . (a-s)b (a—5)-0
= lim - lim (e Y — e ) =
0 st g —§ b—>+oo

. 1 . as)
z}illl(a_s.blgg(e( )b_l)j'

) 1 ) —s).
= lim - lim (e(“ ‘”‘”)
st g —§ b—>+oo

Prisjetimo se $to je domena funkcije F. Dobijemo je tako da nademo najmanji a >0

za koji funkcija fima svojstvo eksponencijalnoga rasta i onda uzmemo D(F)= [a,+00>.
Zbog toga je se [a,+oo>, pa je sigurno s=a, odnosno a—s<0. To znac¢i da je izraz
(a—s)-b nepozitivan (jednak ili manji od nule), pa je blim ((a=5)-b)=—o0. Znamo da

kad t — —oo, onda €' — 0. Dakle, iz blim ((a=s)-b)=—ooslijedi lim (e(“)‘b) =0. Tako

—>too b—+oo

! .<o_1>j:nm( ! HL}:Q
a—s st g — “+oo

konac¢no dobivamo:

L= lim(

s—>+o0

Sto smo i zeljeli pokazati.
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Zadatak 4. Dokazite teorem o pomaku (prigusenju):

Neka su e R i F Laplaceov transformat funkcije f. Tada vrijedi:
E{e’“ : f} ) =F(s—-a).
RjeSenje: Radi kratkoce pisanja oznac¢imo F, := E{e‘” -f } Prema pretpostavci je:

F(s)= [ f(x)-e" dx.
0
Tada odmah imamo:
Fs)=[ e fQ0-e " sdv= [ (e e de= [ F00e ™ e [ (0o dv

Iz definicije Laplaceova transformata vidimo da je argument (nezavisna varijabla)
funkcije F' uvijek suprotan koeficijentu uz z u eksponentu eksponencijalne funkcije s
bazom e. (U definiciji Laplaceova transformata taj je argument jednak s, dok uz z u

eksponentu eksponencijalne funkcije s bazom e pise —s.) To znaci da je:

F(s)=[ f()-¢" -dv=F(Ha~5)=F(s~a)

Napomena: Kakva je prakti¢na korist teorema o pomaku? Vrlo znacajna: ako znamo
Laplaceov transformat funkcije f, mozemo odmah (bez koristenja definicije) odrediti
Laplaceov transformat umnoska funkcije fi eksponencijalne funkcije e**, i to tako da u
pravilu za Laplaceov transformat funkcije f piSemo s—a umjesto s i pojednostavnimo
dobiveni algebarski izraz. Takav nacin odredivanja Laplaceovih transformata je ocito

puno brzi i jednostavniji od odredivanja nepravoga integrala iz definicije.

Opcenito, zbog relativho neugodnoga nepravoga integrala u definiciji Laplaceovoga
transformata, nastojat ¢emo Sto manje transformata izvesti iz definicije, a sto vise njih

izvesti koristeci razna korisna svojstva Laplaceove transformacije.

Zadatak 5. Dokazite teorem o sli¢nosti:

Neka su >0 i F Laplaceov transformat funkcije f. Tada vrijedi:

E{f(a-x)}(s):é-F( j

N
a

RjeSenje: Radi kratkoce pisanja oznacimo: F, = L{f(a-x)}. Prema pretpostavci je:
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F(s)= j F(x)-e - dx.

Kako dobijemo funkciju F? Vrlo jednostavno: tako da pod integralom kao argument
funkcije fpisemo a-x. (Oprez: Najcescéa greska je pisati a-x gdjegod pod integralom
pise x. To je pogresno jer izraz e ** nema nikakve veze s argumentom funkcije f, osim
sto se i u jednom i u drugom izrazu mora pojaviti ista oznaka nezavisne varijable.)

Tako imamo:

zamjena:
t=a-x,
1

X=—"-1, .
a 1 st

4oo ] +e oLy 1 iy -
F(s)= [ f(a-x)-e™" -d= . =[fwe  —di==[f@)-e * -dr.
0 dx=—-dr, 0 a a s
a

0—a-0=0,
oo — lim (a- x) =+oo

X—>Foo

Dobiveni nepravi integral povezimo sa funkcijom F. Kako to uciniti? Jednostavno,
varijabla funkcije F' je suprotna veli¢ini koja mnozi ¢t u eksponentu eksponencijalne
funkcije s bazom e pod integralom. Smijemo li to uciniti. Smijemo. Bitno je da
argument funkcije f bude varijabla po kojoj se integrira. U definiciji Laplaceova
transformata ta varijabla je x, a u dobivenom nepravom integralu ta je varijabla t.

Dakle, razlika je samo u oznaci varijable. Tako odmah dobivamo:

Fl(s)zl-j:of(t)‘e_s'“‘t-dtzl-F(—(—s‘lD:l‘F(iJ,
a a a a \a

Sto smo 1 tvrdili.

Napomena: Kakva je prakticna korist teorema o slicnosti? Vrlo znacajna: ako znamo
Laplaceov transformat funkcije f ¢ija je nezavisna varijabla x, onda brzo i jednostavno

dobijemo Laplaceov transformat funkcije f ¢ija je nezavisna varijabla neki viSekratnik

. . . v A . .
od z, i to tako da u pravilu Laplaceova transformata F umjesto s piSemo — i dobiveni
a

algebarski izraz podijelimo s a. Tako ponovno mozemo izbjeéi odredivanje relativno

neugodnih nepravih integrala iz definicije Laplaceove transformacije.

Primijetimo da smo pretpostavku & >0 naveli zato da izraz — ne ,ispadne” iz domene
a

funkcije F. Naime, ako bismo uzeli <0, onda bi, zbog uvjeta se [ao,+oo>, za, neki
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a, >0, vrijedilo £<0, pa posljedi¢no i ie [a0,+oo>. U tom slucaju ne bismo mogli
a a
primijeniti Laplaceovu transformaciju.

Ipak, vidjet éemo da taj zahtjev ipak ne predstavlja znacajnu prepreku za rad u
slucajevima kad je a <0. U tim slucajevima ¢emo nastojati najprije ,rijesiti se minusa“

u polaznoj funkciji i potom primijeniti Laplaceovu transformaciju.
Zadatak 6. Dokazite teorem o derivaciji originala:

Neka je f funkcija eksponencijalnoga rasta i neka je njezina derivacija po dijelovima

neprekidna funkcija na [0,+00>. Tada postoji Laplaceov transformat funkcije f i

vrijedi:

L{f}) =s-L{f}®) - £0)
ili alternativno:

c{r} =5 Fs)- £(0).

Rjesenje: Radi kratkoce pisanja oznacimo F, :=£{ f } Koriste¢i metodu djelomicne
integracije, prema definiciji Laplaceova transformata dobivamo::

u=e" vzjf'(x)-dxzf(x)
du=—s-e** dx dv=f(x)-dx

Fs)=[ £ de=

=(f()-e) TS F(s)

:» — [ £ (=s ) dx=(F(x)-e) 45 [ F0)-e™ - de=(f(x)-e)

Preostaje pokazati da je prvi clan jednak —f(0). Koristeéi definiciju nepravoga

integrala i Newton-Leibnizovu formulu najprije dobivamo:

(s e

(f0)e™)

=e'=1

= lim (f(b)-e‘“’ —f<0>~e;ﬁ] = lim (f(p)-¢™" = £ (0)).

=e'=1

Dosad nigdje nismo primijenili pretpostavku da je f eksponencijalnoga rasta. Sad je
pravi trenutak da to ucinimo. Iz definicije svojstva eksponencijalnoga rasta slijedi da
postoje konstante a,M >0 takve da vrijedi:

M e < f(x)SM-e"".
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(Ovu nejednakost smo veé koristili u rjesenju zadatka 3.) Pomnozimo tu nejednakost sa

—S5X

e’ i pustimo da x — +eo. Dobijemo:

M e e f(x)- e EM e e,
-M .ea-x—s-x < f(x) .e—s-x <M 'ea-x—s-x,
_M . e(afs)-x S f(JC) . ef,wc S M . e(afx)uc,

lim (=M €7 ) < lim (f(x)-¢™) < lim (M),

X—>+oo

=M - lim (&) < lim (f (x)-¢”") <M - lim ().

X—>+oo X—>+oo

Sad smo prakticki gotovi. Naime, u rjesenju zadatka 3. komentirali smo da domenu
funkcije F' dobijemo tako da nademo najmanji a >0 za koji funkcija f ima svojstvo

eksponencijalnoga rasta i onda uzmemo D(F) z[a,+oo>. Zbog toga je se [a,+oo>, pa su

a-s<0 i lim((a—s)-x)=—co. Znamo da kad t—>—c, onda e —0. Dakle, iz
X—>+o0
lim ((@a—s)-x)=—co slijedi lim (e(‘””) =(0. Uvrstavanjem te jednakosti u posljednju

dobivenu nejednakost dobivamo:
~M -0< lim (f(x)- ") <M -0

0<lim (f(x)-e*)<0= lim (f(x)e*)= lim (f)-e")=0.

X—>+o0

Zbog toga je i:

(F-e*) = lim (£ )¢~ () =0~ f0)==F ()

te konacno:

F(9)=(f()-e) +5-F(s)==f(0)+5:F(s)=5-F(5)~ £ (0).

Napomena: Rezultat zadatka 6. treba ,citati“ ovako: Laplaceov transformat derivacije
funkcije f dobijemo tako da sa s pommnozimo Laplaceov transformat funkcije f i od

ummnoska oduzmemo vrijednost funkcije f u nuli.

Zadatak 7. Koristedi rezultat zadatka 6. uz sve pretpostavke navedene u tom zadatku,
izvedite Laplaceovu transformaciju za drugu derivaciju funkcije f.

Rjesenje: U formuli za E{f'} umjesto f pisemo f'. Tada ¢lan E{f'} postaje [,{(f)]

= E{ f } Prema napomeni ispred zadatka 7., Laplaceov transformat derivacije

funkcije f - a to je transformat druge derivacije funkcije f- dobijemo tako da sa s
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pomnozimo Laplaceov transformat funkcije f " i od umnoska oduzmemo vrijednost
funkcije f " u nuli. Rezultat zadatka 6. kaze da je Laplaceov transformat derivacije
funkcije f— a to je funkcija f' - jednak s- F(s)— f(0). Tako konac¢no dobivamo:

c{ Y@ =s-L{f} -1 O =s(s-L{£} &)= FO) £ O =5 -L{f})=5- SO ©
ili alternativno:
L{f}(s)=5"F(s)=s5-F(0) - (0).
Zadatak 8. DokaZite teorem o integraciji originala:

Neka je f funkcija eksponencijalnoga rasta. Neka je
F()=[f@-dr.
0
Tada je:

L{R}(s)=

(L)) _ F(s)
N

s

RjeSenje: Pokazimo najprije da je i F, eksponencijalnoga rasta. Imamo redom:

|Fl(x)|= If(t)-dt < (jer je f eksponencijalnoga rasta) < IM " - dt =‘M -Ie‘” -dr|=
0 0 0
= (zbog M >0)=M -|[e"-dt|= (zbog "' >0=> [e""-dt>0)=M -[ "' -dr =
0 0 0
(L] B Mg M) Hr
a , a 0 a - a a,
=M,

Dakle, nasli smo konstante M,,a >0 takve da vrijedi nejednakost |Fl(x)|<M1 -e"", pa
zakljué¢ujemo da je funkcija F, eksponencijalnoga rasta. Zbog toga na nju smijemo

primijeniti rezultat zadatka 6.

U formuli iz zadatka 6. umjesto f piSemo F;, pa dobijemo:
L{F }(s)=s-L{F}(5)- F0).

Ocito je:
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F(0)= f(t)-dt =0.

Moze se pokazati da je F, primitivna funkcija za funkciju f, tj. da vrijedi Fl'(x) = f(x).

Zbog toga u formuli
L{F }(9)=s-L{F}(5)= F0)
umjesto F1 piSemo f, a umjesto F;(0) piSemo 0. Dobijemo:
L{f}(s)=s-L{F}(s)-0,

otkuda je

L{f}() _F(s)
N

N

L{F}(s)=

Zadatak 9. Dokazite teorem o mnozenju:

Neka je F Laplaceov transformat funkcije f. Tada vrijedi:
L{x- f(0)}(s)==F ().

Dokaz: Dokaz je zapravo trivijalan. Derivirajmo obje strane jednakosti
oo
F(s)= [ f(x)-e™"-dx
0

po varijabli s. Kako to uciniti na desnoj strani na kojoj imamo integral po varijabli z?
Jednostavno, deriviramo podintegralnu funkciju po varijabli s smatrajuéi flx)
konstantom (jer njezina vrijednost ne ovisi o varijabli s). Drugim rije¢ima, prilikom

deriviranja f(x) prepisujemo, a e " deriviramo po varijabli s. Dobivamo:

F5)= [ £ (0 -dv e F () == [ v f()-e ™ dx e

+oo

—F(s)= [ (x f(0))- e -dx & —F (5) = L{x- F(0)} ().

0

Napomena: Postoji i odgovarajué¢i teorem o dijeljenju, ali njegov iskaz i dokaz nisu

jednostavni, pa ih ovdje izostavljamo.

Svi prethodni zadaci omoguéuju nam da (relativno) brzo i jednostavno izvedemo

Laplaceove transformate osnovnih elementarnih funkcija.
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Zadatak 10. Izvedite formulu za Laplaceov transformat svake od sljedeé¢ih funkcija:

a) f,:[0,40) > R, fi(x)=1;
b) f,:[0,400) 5 R, fo(x)=¢";
) f,:[0,40) > R, f;(x)=sinx.

RjeSenje: a) Primijenimo rezultat zadatka 6. (teorem o derivaciji originala). U

formulu
L{f}(s)=5-F(s)- £(0)
uvrstimo ono &to znamo: f, (x) =0, £,(0) =1, pa dobijemo:
L£{0}(s)=s-F(s)—1.

(Oprez: Clan na lijevoj strani je Laplaceov transformat nulfunkcije. On je takoder
funkcija, ali u varijabli s.) Lako vidimo da je:

c{o}(s):To-e-”.dx:To-dx:O.
0 0

Tako slijedi:
Ozs-E{fl}(s)—I:E{fl}(s)zé.

b) Lukavo ¢emo ponovno primijeniti rezultat zadatka 6. Naime, za funkciju f, ocito
vrijede jednakosti f2' =f, i f,(0)=1, pa uvrstimo te dvije jednakosti u formulu iz

zadatka 6. Radi kratkoce zapisa, neka je F, = L{f,}. Dobijemo:

F(s)=s-F,(s)-1= F,(s)—s-F,(s) ==1= (F,(s))-(1-s5) =—1= F,(s) :E:ﬁ'

c) Ovdje ¢emo lukavo primijeniti rezultat zadatka 7. i svojstvo linearnosti Laplaceove

transformacije. Radi kratkoce zapisa, neka je F,:=L{f,}. Uoc¢imo da je:

fi(x)=cosx i f, (x)=—sin(x) = —f,(x).
Zbog toga je:

c{ .} =L{-£} ) =—L{f,}(5) ==F,(5)
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Preostaje primijeniti rezultat zadatka 7. i jednakost h'(x) =COoSX:

c{f ) =5 F(s)=s £,0)~ £,(0).
R —; m =cos0=1
=—L{f;}(s)==F;(s)
—F,(s)=5"-F,(s)—s-0-1,
—F,(s)—s> - F,(s)=-1,
(Fy(s)-(-1-5")=-1,
-1 1

Fs)= —1-s° - s2+1

Napomena: Svi dobiveni rezultati mogu se izvesti izravno koriste¢i definiciju

Laplaceova transformata. Ucinite to za vjezbu.

Zadatak 11. Izvedite formulu za Laplaceov transformat svake od sljede¢ih funkcija:

a) fi(x)=x;

b) f,(x) = x*;

o) f;(x)=x", neN;
d) f,(x) =cosx;
e)fi(x)=x-e";

f) fo(x)=x"-¢";
g) f,(x)=x-sinx;
h) f,(x) = x-cos x;
i) f,(x)=¢"-sinx;
3 fio(x)=¢€"-cosx;
k) f,,(x) =sh x;

D f,(x)= chux.

Rjesenje: Sve ove formule bilo bi relativno tesko i komplicirano izvesti iz definicije.
No, koriste¢i dokazana svojstva Laplaceove transformacije, njihovi izvodi su relativno
kratki i jednostavni. Radi kratkoée zapisa oznacavamo: F,:=L{f}, Vi=1,2,...,12.

a) Uoc¢imo da je x= J 1-dt. Primjenom rezultata zadatka 8. (teorem o integraciji
0

originala) i zadatka 10. a) odmah dobivamo:

1
L1 N
o0 s 1
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b) Uoc¢imo da je %-xz :It‘dt. Primjenom rezultata zadataka 2., 8. i 10.a) dobivamo:
0

1
1 L{x}(s) 1 21 1 2
c{?xz}(s):T:E.L{xz}(s)=ST:»E-F2(S):F:»F2(S)=F.

NSR—
=F,(s)

c¢) Oznac¢imo g, = E{x”}. Znamo da je:

go<s>=£{x"}<s>=£{1}<s>=f

Izvedimo rekurziju za niz funkcija g,. To je vrlo lako uciniti koriste¢i jednakost:

X

_‘xn+l =J.tn dt

n+l 0

Ponovno iskoristimo rezultate zadataka 2. i 8., pa dobijemo:

=8,(s)
£{x"}(s) n+1
—_ -g,(5),
S S

X n+l —
A
=8y (5)

= gn+l(s) =

L n
ﬁ{L'an}(s): {'x }(S):> 1
N

n+l1
odnosno
+1
8un(8) = = g,(s), zane N,
K
1
8o (S) =—.
S
Ovu rekurziju lagano rijesimo teleskopiranjem:

go(S)=l,
)

1
gl(s)zo%.go(s)’

8, () =1isl- 8. (s),

g}(s):%'gz(s)s

_ (n—1)+1.

8,(s) 8,1 (8).
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Pomnozimo zasebno lijeve i zasebno desne strane ovih jednakosti. Tih jednakosti ima
ukupno n + 1. Tada se pokrate svi ¢lanovi promatranoga niza osim posljednjega (to je
g,(s)). Tako dobijemo:

1 0+1 1+1 2+1 (n-H+1 1-2-3-....n  n!
gn(s) = ’ ’ Teeet = n+l = n+l °
N N N N S N N

d) Prisjetimo se da je (sinx)':cosx. Zbog toga primijenimo rezultate zadatka 6.

(teorem o derivaciji originala) i zadatka 10. c):

s
241 2 +1

E{(sinx)}(s) =s-L{sinx}(s)—sin0= F,(s)=s-
— —_— =0

=Cosx 1

=F,(s) 241

e) Primijenimo rezultate zadataka 9 i 10. b). U nasemu je slucaju f(x)=e", pa je

F(s)= Ll Tako dobivamo:
S —

e (1 ‘:__1.(S_1)': L1
Llr-e}s)==F () (s—lj (=D (=" (s=D*

f) Primijenimo rezultate zadatka 9. i prethodnoga podzadatka. Sada je f(x)=x-e*, pa

je F(s)= Tako dobivamo:

I

| j (D) _2:(s=D) _ 2

s -ep)=L{x(xe )} =-F (s):_((s—nz G 6D D)

g) Primijenimo rezultate zadataka 9 i 10. ¢). U nasemu je slucaju f(x)=sinx, pa je

F(s)= . Tako dobivamo:

st +1

L{x-sinx}(s)——F'(s)—_( 1 j___l'(szﬂ)v_ 1-12.s 25
- SV (s2+1)2 _(S2+1)2_(s2+1)2'

h) Primijenimo rezultate zadataka 9 i 11. d). U nasemu je slucaju f(x)=cosx, pa je

s

s*+

F(s)= T Tako dobivamo:

s j'_ L +1)=s-($41)  g2y1oe@ g

s +1 (s2+1) o (sH) (s)

L{x-cosx}(s) =—F (s) =—(
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i) Primijenimo rezultate zadataka 4. (teorem o prigusenju za a@=1 1 f(x)=sinx) i 10.

c) (iz kojega slijedi: F(s)=——). Tako dobivamo:

s +1

1

E{e 'SiHX}(S):F(S—l):m.

j) Primijenimo rezultate zadataka 4. (teorem o prigusenju za a=1 i f(x)=cosx) i
N

podzadatka d) (iz kojega slijedi: F(s) =_1) Tako dobivamo:

2+

s—1
(s=D*+1

L{e* -cosx}(s)=F(s—1)=
k) Primijenimo rezultat zadatka 4. za a¢=-11 f(x)=1. Iz zadatka 10. a) slijedi da je
F(s)= 1 . Dobijemo:
s
1

—X _ —X — _(_ — :L —X —
L{e" ) =L{e 1}(s) = F(s— (=)= F(s+1) Hl:»c{e O I

Preostaje primijeniti definicijsku formulu sinusa hiperbolnoga i rezultat zadatka 2.
(svojstvo linearnosti). Tako dobivamo:

L{shx}(s)= c{%-(e* —e*)}(s) :%-c{(e* —e)}s) :%-(c{e*}(s) ~L{e}(9)=

1_(1 lj_l_s+l—(s—l)_l' 2 1
2 (s=D-(s+D) 2 -1 -1

1) Potpuno analogno kao u prethodnom podzadatku dobijemo:

L{ch x}(s)= E{%-(ex +e" )}(s) = -[,{(ex +e" )} (5)=

1.( 1 1 j_l.s+l+(s—l)_l. 2-5 s

%-([,{ex}(s)+£{e_"}(s)) =

N | =

2

s—1 s+1

T2 (s=D-(s+D) 2 $2-1 -1
Zadatak 12. Neka su a,be R\{0}. Izvedite formule za Laplaceov transformat svake

od sljedec¢ih funkcija:

a) fi(x)=a;

b) f,(x) =e™";

o) fi(x)=x"-e", neN;
d) £, (x) =sin(a- x);
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e) fs(x) = cos(a-x);

f) f;(x)=x-sin(a- x);
g) f3(x) = x-cos(a-x);
h) £, (x) =" -sin(b- x);
i) f,(x)=¢e""-cos(b-x);
b fio(x)=sh(a-x);

k) f,,(x) =ch(a- x).

Rjesenje: Koristit ¢emo rezultate prethodnih zadataka.

a) Koristedi linearnost Laplaceove transformacije i rezultat zadatka 10. a) odmah

dobivamo:

a

E{a}(s)zﬁ{a-l}(s)za-E{l}(s)za-lz—.
s s

b) U formulu iz teorema 4. (teorem o priguSenju) uvrstimo a=a, f(x)=1, pa

primijenimo rezultat zadatka 10. a) prema kojemu je F(s)=L{1}(s) :l. Dobivamo:
s

L{e** 1}(s)=F(s—a)= L

s—a
(U pravilu funkcije F' umjesto s pisemo s—a.)

c) U formulu iz teorema 4. (teorem o prigusenju) uvrstimo a=a, f(x)=x", pa

|
primijenimo rezultat zadatka 11. c¢) prema kojemu je F(s):ﬁ{x" }(s)= Zl
s
Dobivamo:
n!
C{x e V)= LIx" e YNs)= F(s—a)=——.
{x e }(s) {x e }(s) (s—a) ooy

(U pravilu funkcije F' umjesto s pisemo s—a.)

d) U rezultat zadatka 5. (teorem o slicnosti) uvrstimo f(x)=sinx. Primijenimo

rezultat zadatka 10. ¢) prema kojemu je L£{f}(s)=F(s)= T Tako dobivamo:

2+
1 s) 1 1 1 1 1 1 1 o a
Lisin(a-x)}(s)=—-F|— |=—- =_. —_. —_. — )
{ ( )}() a (a) a s2 a s’ a s*+a> a s*+d> s+d
— | +1 72+1 —
a a a

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 16



e)

f)

g)

h)

@ : Matematika 2 3.5. Laplaceova

cosowonr s | (preddiplomski struéni | transformacija —
™ Bekworehmickiodel studij elektrotehnike)

rijeseni zadaci

U rezultat zadatka 5. (teorem o sli¢nosti) uvrstimo f(x)=cosx. Primijenimo

rezultat zadatka 11. d) prema kojemu je L£{f}(s)=F(s)= 2S T Tako dobivamo:
s™+
s s s 2.8
1 sy 1, 1 4 1 4 1 4 1 as s
L{cos(a-x)}(s)=—F| = |=——L—=—.4 =_.__d _—_ 4 =—. = )
teos(a-9}(s) a (aj a (sY a s a S+d a sS+d a sS+d> S+d
2 +1 —+1 5
a a a

Primijenimo rezultat zadatka 9. (teorem o mnozenju) na funkciju f(x)=sin(a-x).

Koristimo i rezultat e) podzadatka prema kojemu je L{f}(s)=F(s)= a

2 2"
s"+a

Imamo:

a j_ O-a-2-s+0)  2-a-s
- | = =

L{x-sin(a-x)}(s)=—F'(s):—( . - .
(s"+a’)  (s"+d)

s +a

Primijenimo rezultat zadatka 9. (teorem o mnozenju) na funkciju f(x)=cos(a-x).

Koristimo i rezultat f) podzadatka prema kojemu je L{f}(s)=F(s)= 5 al >
s*+a
Imamo:
, 1 (s*+d?)—s-(2-5+0 2_¢? 2_ 7
E{X'COS(G'X)}(S):—F(S):_( 2S 2) — ( ) (2 ): a —Ss = s —a .
s +a (s2+az) (s2+a2) (s2+a2)

Primijenimo rezultat zadatka 4. (teorem o prigusenju) na funkciju f(x)=sin(b-x).

Koristimo i rezultat e) podzadatka prema kojemu je L{f}(s)=F(s)=— be .
A
Imamo:
£{e* sin(b-x)} (s) = F(s—a) S
(s—a)’ +b°

(U pravilu funkcije F' umjesto s pisemo s—a.)

Primijenimo rezultat zadatka 9. (teorem o mnozenju) na funkciju f(x)=cos(b-x).

Koristimo i rezultat f) podzadatka prema kojemu je L{f}(s)=F(s)= yer
s

Imamo:

sS—da

E{e ' -cos(b-x)}(S)ZF(S—a):m'
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j) U rezultat zadatka 5. (teorem o slicnosti) uvrstimo f(x)=shx. Primijenimo

rezultat zadatka 11. k) prema kojemu je L{f}(s)=F(s)= T Tako dobivamo:

2
s —

L{sh(a-x)}(s)=l.p(ij=l. ! =l.2 — _ _ .
a a a

2 -T2 2T T 27 2
a(sjl s, as-a as-a s-a

k) U rezultat zadatka 5. (teorem o slicnosti) uvrstimo f(x)=chx. Primijenimo

rezultat zadatka 11. k) prema kojemu je L{f}(s)=F(s)= 2S T Tako dobivamo:
S f—
s s s 28
1 sY 1 4 1 1 4 1%, s
E{ch(a-x)}(s)z—-F(—jz—' az —-_. 2a =_. 2a === a2: > >
a a) a (s a s a s°—a° a s°—-a° s —a
a a a

Napomena: U prethodnim zadacima izveli smo sve osnovne Laplaceove transformate
iz tablice tih transformata. Ranije dokazani teoremi omoguéili su nam da ni u jednom

od tih izvoda nismo morali odredivati neprave integrale.

Zadatak 13. Odredite Laplaceov transformat svake od sljede¢ih realnih funkcija (u c)
i d) podzadatku nije potrebno svoditi pribrojnike na zajednicki nazivnik):

a) £ (x)=2020- (1+ x+e™);
b) g(t) =1+ -(cost—sint);

¢) hi(y)=y-siny—e’-(cos(2-y)—sin(4-y));
d) p(w)=ch(3-w)—sh(2-w).

Rjesenje: U svim zadacima primijenit ¢emo rezultat zadatka 2., tj. svojstvo linearnosti
Laplaceove transformacije. Pri rjeSavanju zadataka koristite tablicu Laplaceovih

transformata iz Repetitorija matematike za studente elektrotehnike, str. 61.

a) F(s)=L{f}(s)=L£{2020-(1+x+e )} (s)=2020 L{I+x+e "} (s) =

s 57 s—1

=2020-(L{1}()+ L{x} )+ L{e ™ }s)) = 2020.(1 +L+Lj -

=2ozo.(s'(s—1)+(s—l)+s jzzozo-(z-s -1

s (s=1) s =52 ’
b) G(s)=L{g}(s)=L{r’ +e* - (cost—sinn)}(s) = L{r’ +¢* -cost—e* sint} (s) = L{r'} (s)+
s—2 3 1 :£+ s—3 _

(s=2+1 (s=2)*+1 s* s*—4-5+5

+L{e* -cost}(s)— L{e*" -sint}(s) :%+
s
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=35 +6-57=24-5430
s'—4.58°+5-5"

¢) F(s)=L{h}(s)=L{y-siny—e"-(cos(2: y)—sin(2- y))}(s) =
=L{y-sin y—e’-cos(2- y)+e’ -sin(2- y)} (s) = L{y-sin y} (s) - L{e” -cos(2- y)} (s)+ L{e" -sin(2- y)}(s) =
2-s s—1 N 2 __2s __ s-3

(sz+1)2 (s—=1>+2>  (s=1)*+2° (sz+1)2 (s—=1>+4’

s 2

d) F(s)=L{p}(s)=L{ch 3-w)—sh(2-w)}(s)=L{ch B-w)} (s)—L{sh2-w)}(s) = Ry

Zadatak 14. Odredite Laplaceov transformat realne funkcije f :[O,+oo> definirane

pravilom:

0,zat<ec, . ) . per
a)H (1)= pri ¢emu je ¢ = 0 proizvoljan, ali fiksiran;
1, zat>c,

1, za0<r<],

t, inace.

b)f(t)={

Rjesenje: Trazeni transformat u oba slucaja odredit ¢emo izravno iz definicije
oo

Laplaceova transformata. Pritom ¢emo koristiti i definiciju nepravoga integrala tipa I
0

a) Prema definiciji Laplaceova transformata je:

L{H_ }(s)= JT’HL,(t)~e’” -dt =j‘HL,(t)~e’” -dr + JT’HL,(t)~e’” dr =
0 0 c

= 'IO et .d1++_!i°1 e dt = 0+blir£Q [ji e .dj] = blirgc ((_é'e_ﬂj

c

b}
= lim [—Le”’ —(—l-e”n = lim (—Le”’ +l-e”j = 0+l-e’” =
b—+oo Ky Ky b—+oo Ky ‘:’0_‘ Ky Ky Ky

Kako vidimo, nismo dobili pravu racionalnu funkciju. To smo mogli i ocekivati jer je

polazna funkcija bila po dijelovima zadana.

b) Ponovno prema definiciji Laplaceova transformata dobivamo:

F(s) sz(l)-e_” -dt :'l[f(t)-e‘” -dt+Tf(t)-e_” -dt :jl-e‘s" -dt+Tr-e‘” -dr.
0 0 1 0 1
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Tu ¢emo postupiti lukavo. Uvijek je lakSe racunati neki odredeni integral (s
,konkretnim“ granicama), negoli nepravi. Zbog toga ¢emo drugi pribrojnik

transformirati ovako:

+oo +o0 1
jr-e‘”‘dr= J't‘e_s"-dt—J.t-e_”‘dt.
1 0 0

Umanjenik je jednak Laplaceovom transformatu funkcije f(f)=¢. Znamo da je taj

1
transformat jednak —-. Koristenjem osnovnih svojstava odredenoga integrala slijedi:
s
1 +oo 1 +oo 1 1
F(s) =Il-e‘“ -dr+ J' t-e™ -dr=j1-e‘” -dr+ J' t-e™ -dt—J.t-e_” ‘dt:J.l‘e_” -dr +
0 1 0 0 0 0

1o 1 ,

+—2—J.t-e_”‘dt:—2+'|.(1—t)‘e_""dt.
s 0 S 0

Preostaje odrediti odredeni integral. Poseban oprez: njegova vrijednost nece biti

realan broj, nego funkcija varijable s. Razlog je oCit: pod integralom se nalazi ¢lan e’

koji integriranjem nece nestati, nego ¢e dati neki izraz koji sadrzi s.

Navedeni integral odredujemo metodom djelomicne integracije. Prvi faktor pod

integralom deriviramo, a drugi faktor integriramo. Imamo redom:

1 —st u=1-t V:J‘e_”‘dt:—l‘e_”
Izja—oe dr = s =
0

du =—dt dv=e".dr

L
= (l—t)(—l-e’”j ‘ —J‘—l‘e'”-(—dt):((l—l)-(—l- -S'lj_(l_o).(_l.&—:o‘j}k
§ o o 8 =0 s ] s o

Tako konacno dobivamo:

1 1 s+e’-1 s+e°
F(s)=—+I1=—+ = .
(s) 52 52 52 52

Napomena: Funkcija H,. iz a) podzadatka naziva se Heavisideova step-funkcija i ima

vaznu primjenu u teoriji signala.
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Zadatak 15. Odredite original svakoga od sljede¢ih Laplaceovih transformata
(pretpostavite da je original funkcija f = f(x)):

S +57-2-5+6
a) F(s) = i :
K
10-s
b) F(s)= ;
VES) = 505 1625
s—2
o) F(s)=——;
) F() §2=2-542
2-(s=2
d) F(s) =202,
s —s
4-(3—5)
e)F(s)=———=;
) F()="3—
s°—4-57 -8
Y F(s)=————.
) F(s) st+4.57

Rjesenje: Prilikom rjesavanja zadataka ovoga tipa obavezno treba koristiti tablicu
Laplaceovih transformata. Analogno kao i kod integrala, rijesit ¢emo neke osnovne
tipove i ukazati na osnovne metode rjesavanja. Najvaznija od njih je rastav (prave)
racionalne funkcije na parcijalne razlomke. Detaljno smo ga obradili na Matematici 1
(ponovite odgovarajuce gradivo!), a koristili smo ga i na Matematici 2 prilikom
odredivanja integrala racionalnih funkcija. Zbog toga ¢emo izostaviti teorijska

pojasnjenja i komentirat ¢emo iskljuc¢ivo provedene postupke rjesavanja.
Inverz Laplaceove transformacije standardno oznacavamo s £

a) Podijelimo svaki ¢lan brojnika nazivnikom i skratimo svaki razlomak sto je vise

moguce. Dobivamo:

3 2
s st 2 6 1 1 2 6
F(S):—4+—4——4+—4:—+—2——3+—4.
st s s sT s st s s

Iz tablice Laplaceovih transformata ,,o¢itamo* pripadne originale:
1£

-1,
N
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Dakle, rjesenje podzadatka je funkcija f(x)=x’—x*+x+1.

b) Uocimo da vrijedi jednakost:

10-s 10.s  10-s  2-5-5

F(s)=

45054625 (¢ 125)  (945) (s45)

Koristeci jednakost E{x-sin(a-x)} (s) ZL'SZ u koju uvrstimo a =5, dobivamo:
(s> +a’)
.5. c!
Fls)=—225 5 v sin(5-).
(s2 +5° )

Dakle, rjesenje podzadatka je funkcija f(x) = x-sin(5- x).

c) Uoc¢imo da vrijedi jednakost: s> —2-s+2=(s—1)>+1. U brojniku racionalne funkcije

nalazi se varijabla s, pa ¢emo taj brojnik rastaviti u dva pribrojnika. Prvi pribrojnik

¢e biti izraz u okrugloj zagradi u nazivniku. Drugi pribrojnik ¢e biti konstanta.

Dobivamo:
(s—=D+(-1) s—1 1
F(s)= - - .
S T R N 1 ER N CE
Sada u svaku od jednakosti E{e““-cos(b-x)} (s) =% i ﬁ{ea‘x'SiD(b'X)} (S):(STI)Z-FH

uvrstimo a =b=1. Dobijemo:

S_l ! 1-x X
mi—)e -cos(l-x)=e" -cos x,
§—

fa
(D+12H el'x : sin(l -X) = e’ -sin x.
s—1)"+

Dakle, rjeSenje zadatka je funkcija f(x)=e"-cosx—e"-sinx=e"-(cosx—sin x).

d) U ovome je zadatku nazivnik polinom stupnja 3 u varijabli s. On o¢ito nije kub
nijednoga polinoma 1. stupnja. Zbog toga funkciju F moramo rastaviti na parcijalne

razlomke. Uoc¢imo da vrijedi identitet:
s'—s= s-(s2 —1) =s-(s=D-(s+1).

Zbog toga Ce rastav funkcije F na parcijalne razlomke sadrzavati ukupno tri
pribrojnika. Njihovi ¢e nazivnici biti redom s, s — 11 s + 1. U brojniku svakoga

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 22



@ : Matematika 2 3.5. Laplaceova

EHMCKO VELEUCILISTE U ZAGRES (preddiplomski strucni transformacija —
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike) rlJ eéeni Zadaci

parcijalnoga razlomka mora se nalaziti polinom c¢iji je stupanj za jedan manji od
stupnja baze u nazivniku. U ovom slucaju baze su ve¢ spomenuti polinomi s, s — 1 i
s + 1. Svaki od njih je polinom 1. stupnja, pa u brojniku svakoga razlomka mora
biti polinom stupnja 1 — 1 = 0, tj. konstanta.

Dakle, trazimo konstante A,B,Ce R takve da vrijedi jednakost:

2-(s—2) A B C
=t
s =5 s s—1 s+1

Pomnozimo tu jednakost sa s’ —s. Pritom na desnoj strani jednakosti samo
nazna¢imo koga ili Sto mnozi A, koga ili Sto mnozi B, te koga ili §to mnozi C. (Ne

provodimo mnoZenje i pojednostavljivanje izraza.) Dobivamo:

2:(s=2)=A-(s=1)-(s+D)+B-s-(s+1)+C-5-(s—1).

Ovaj izraz predstavlja jednakost polinoma. Zbog toga on mora vrijediti za svaki
se R. Posebno, on mora vrijediti i za realna rjesenja jednadzbe s’ —s=0, odnosno

jednadzbe s-(s—1)-(s+1)=0. Ta rjesenja su s, =0, s, =1, 5, =—1.
Kad u jednakost

2:(s=2)=A-(s=1D)-(s+D)+B-s-(s+DH+C-s-(s=1

uvrstimo s=0, svi pribrojnici koji sadrze faktor s postaju jednaki nuli. Takvi
pribrojnici su drugi i tre¢i ¢lan na desnoj strani jednakosti. Dakle, ,prezivi“ samo

prvi pribrojnik na desnoj strani jednakosti:
2.(0-2)=A-0-D)-(0+) & 4=—A= A=4.
Kad u jednakost
2:(s=2)=A-(s=1)-(s+D)+B-s-(s+D+C-s-(s—1)

uvrstimo s=1, svi pribrojnici koji sadrze faktor s — 1 postaju jednaki nuli. Takvi
pribrojnici su prvi i treéi ¢lan na desnoj strani jednakosti. Dakle, ,prezivi“ samo

drugi pribrojnik na desnoj strani jednakosti:

2-(1-2)=B-1-(1+1) & -2=2-B < B=—1.

Kad u jednakost

2-(5=2)=A-(s=D-(s+1)+B-s-(s+1)+C-s-(s—1)
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uvrstimo s=-—1, svi pribrojnici koji sadrze faktor s + 1 postaju jednaki nuli. Takvi
pribrojnici su prvi i drugi ¢lan na desnoj strani jednakosti. Dakle, ,prezivi“ samo

trec¢i pribrojnik na desnoj strani:
2:(-1-2)=C-(-)-(-1-) & -6=2-C= C=-3.
Dakle, (A,B,C)=(4,-1,-3), pa trazeni rastav glasi:

2-(s=2) 4 -1 -3 4 1 1
3 =—4+ + =—- -3 .
s =5 s s—1 s+1 s s-—1 s+1

Iz tablice Laplaceovih transformata ,o¢itamo*:

4c'
—>4,

S

1 £
—b>e’,
s—1

1 £ _
— e .
s+1

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija f(x)=4—e"—3-¢™".

Vrijedi jednakost: s*—4=(s—2)-(s+2). Zbog toga ¢e rastav zadane funkcije na

parcijalne razlomke imati tocno dva pribrojnika. Njihovi nazivnici bit ¢e polinomi
s—2 i s+2. Ti polinomi su 1. stupnja, pa ¢e brojnici pribrojnika biti polinomi
stupnja 1-1=0, tj. konstante.

Dakle, trazimo rastav oblika:

4-(3-y%) A B
- = + )
s —4 s—2 s+2

Mnozenjem te jednakosti sa (s—2)-(s+2) dobivamo:
4-3-s5)=A-(s+2)+B-(s—2).
Realna rjeSenja jednadzbe s> —4=0 su s,=-2 i s, =2.

Kad u jednakost

4-3-5)=A-(s+2)+B-(s—2).

uvrstimo s=-2, pribrojnik koji sadrze faktor s + 2 postaje jednak nuli. Takav je

prvi pribrojnik na desnoj strani jednakosti. Dakle, ,prezivi“ samo drugi pribrojnik
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na desnoj strani jednakosti:

4.3-(-2)=B-(-2-2) = 20=—-4-B < B=-5.

Kad u jednakost

4-3-s5)=A-(s+2)+B-(s—2).

uvrstimo s=2, pribrojnik koji sadrzi faktor s — 2 postaje jednak nuli. Takav
pribrojnik je drugi ¢lan na desnoj strani jednakosti. Dakle, ,prezivi“ samo prvi
pribrojnik na desnoj strani jednakosti:

4.3-2)=A-2+2)=4=4-A A=1.
Dakle, (A,B)=(1,-5), pa trazeni rastav glasi:

4-G-s)_ L =5 _ 1 ¢ 1

st —4 _s—2 s+2_s—2 's+2'

Iz tablice Laplaceovih transformata ,,o¢itamo*:

—2-x

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija f(x)=e"*—5-e

f) Uoc¢imo da vrijedi jednakost s*+4-s>=s" -(s2 +4). Zbog toga ¢e rastav funkcije F

na parcijalne razlomke imati ukupno tri pribrojnika. Njihovi nazivnici bit ¢e s, s* i
2
s +4.

U razlomku ¢iji je nazivnik s brojnik je — analogno kao u prethodnim podzadacima

— konstanta. Oznac¢imo tu konstantu s A.

U razlomku ¢iji je nazivnik s* baza nazivnika je s. To je polinom 1. stupnja, pa je i

u njegovom brojniku takoder konstanta. Oznacimo tu konstantu s B.

Naposljetku, razlomak s nazivnikom s°+4 ima bazu nazivnika s°+4, a to je
polinom 2. stupnja. Zbog toga ¢e njegov brojnik biti polinom stupnja 2-1=1, tj.
polinom 1. stupnja. On ima oblik C-s+ D, gdje su C,De R.

Dakle, trazimo rastav oblika:
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s'-45°-8_ A B C-s+D

st+4.57 s s s2+4

Pomnozimo tu jednakost sa s*+4-s”. Dobijemo:
$'—4-5"—8=A-s-(s’+4)+B-(s*+4)+(C -5+ D)-s".

Jednadzba s*+4-s*=0 ima jedinstveno realno rjeSenje s=0. Zbog toga u gornju
jednakost uvrstavamo s=0, s=-1, s=11 s=2.

Uvrstavanjem s =0 dobijemo jednadzbu 03—4-02—8:B~(02+4)(:—8:4~B(:)B:—2.

Uvrstavanjem s=-1 dobijemo:

(-1’ =4 (-1’ =8=A-(-1)-((-1)* +4)+ B-((-1)* +4) +(C- (=D + D)~ (-1)’,
-1-4-8=-5-A+5-B-C+D,
-5-A+5-B-C+D=-13.

Uvrstavanjem s=1 dobijemo:

P—4-1-8=A-1:("+4)+B-( +4)+(C-1+ D)-’,
1-4-8=5-A+5-B+C+D,
5-A+5-B+C+D=-11.

Uvrstavanjem s =2 dobijemo:

2°-4.2"-8=A-2-(2°+4)+B (2’ +4)+(C-2+D)-2,
8—4-4-8=16-A+8-B+8-C+4-D,
16-A+8-B+8-C+4-D=-16, /:4
4-A+2-B+2-C+D=-4.

Tako smo dobili sustav:
B=-2,
-5-A+5-B—-C+D=-13,

5-A+5-B+C+D=-11,
4-A+2-B+2-C+D=-4.

Njegovo je rjesenje (A,B,C,D)=(0,-2,1,-2). Zbog toga trazeni rastav glasi:

s3—4‘s2—8_—_2+1‘s+(—2)_ s—2 _3
st+4-57 s s’ +4 s +4 s7
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Preostaje odrediti inverz svakoga pribrojnika. Zapisimo ih jos malo drugacije:

s=2 2 K 2 1 K) 2 1
F(s)= —-——= - -2 —= - —2-—.
8) sP+4 57 sP+4 sP+4 2 7 +27 sP42? 52

Iz tablice Laplaceovih transformata ,,o¢itamo*:

1

Ky L
— > cos(2-x),
sT+2

2 £
> 2|—>sm(2-x),
sT+2
1 £
—2|—>x.
s

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija f(x)=cos(2-x)—sin(2-x)—2"x.
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Domacéa zadaca

1. Odredite Laplaceove transformate sljedeéih funkcija uz pretpostavku da je varijabla

transformata s (pribrojnike nije potrebno svoditi na zajednicki nazivnik):

a) f(x)= 2-x* —sin(2-x)+e "
b) (t)_L'Sin(ij_“"l"cos(élut)-
8 ) 5 :

C) h(y) — yz ,62-)'+1 +62-)'—1 (sm(?[ y)—COS (% yjj

2. Odredite Laplaceove transformate sljede¢ih po dijelovima zadanih funkcija:

0, zaxe [0,1],
a) f(x)=41, zaxe(1,2),
2, zax2>2.

1, zaxe[0,e],

b) g(t)=<x, zaxe <e,71'>,

xz, Zax=>7.
sint, zaxe [0,2-7[],

c) h() :{

l1—cost, zax>2-7.

3. Odredite originale sljedeéih Laplaceovih transformata (pretpostavite da je varijabla
originala ?):

2-(—4-5+6-5"=6-5+3)

a) F(s)= 7 ;
K
sT+3-5+1
b) G(s)=——7;
s-(s+1)
s 45 +s+4
c) Hs)=————;
) () st+5-57+4
s?—8-5+28
d) F(s)=

(s—2)-(s2—4-s+20);
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Rezultati zadataka za domacu zadacu

4 2 1
]_. a) F(S):—3_ 3 ;
p. p +4 p+2
8-s s —16
b) G(S): 2—4' >
(4-5+1)  (s7+16)
2-e T 1 1 s=2
R TP T 7Y
((3—2)2+j
4
e’ +e
> oS —_p s, . _es
b) G(s)z(%Jrz'_Z”Jr”_].e-ere “(e-s+1) 2e (7 s+1)+1 e :
s s s s B
e—27r-s_s'e—2-7rv+s
c) H(s)= -
+s

3. a) f()=01-2)"
b) g(t)=t-e" +1;
c) h(t)=cos(2-1)+sint;

d) f£(t)=e*"-(I—sin(4-1)).
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