3.6.
LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

DEFINICIJA, OSNOVNA SVOJSTVA I PRIMJERI LAPLACEOVE
TRANSFORMACIJE.

INVERZ LAPLACEOVE TRANSFORMACIJE.
ORIGINAL LAPLACEOVA TRANSFORMATA.



3.6.1. POJAM LAPLACEOVE
TRANSFORMACIJE

o Laplaceova transformacija  primjenjuje se  prilikom
rjeSavanja mnogih zadataka 1z elektrotehnike, automatike,
radiotehnike 1 sl.

o Pretpostavka: Zadana je funkcija f': [0, +o0) — RR.

o Promatra se nepravi integral
F(s)= j F(x)-e - dx
0

o Taj integral moze ili konvergirati 1li divergirati, Sto ovisi o
vrijednostima varijable se R.

o Pridruzivanje koje funkciji f pridruZuje funkciju F naziva se
Laplaceova transformacija.

o PiSemo: F(s) = [L(f)](s), odnosno, krace, F = L(f).
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3.6.2. LAPLACEOV TRANSFORMAT

o Algoritam Za odredivanje Laplaceova
transformata funkcije f = f (x):

o Korak 1. Pomnoziti funkciju f s e~

oKorak 2. Odrediti nepravi integral gornjega
umnoska u granicama od 0 do +oo.

o Korak 3. Ako gornji integral konvergira, on je
jednak Laplaceovu transformatu L£(f) funkcije f.

o Moze se pokazati da je Laplaceova transformacija
linearan operator, tj. da za sve a, b € R 1 bilo koje

dvije funkcije f, g : [0, +o0) — R vrijedi jednakost:
oL(a-f+b-g)=a- L(Jf)+b- L(g).
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3.6.3. NAPOMENA

o Prigodom odredivanja Laplaceova transformata Cesto su
korisni sljedeci 1dentiteti (Ce R je konstanta):

1

a) .e_s-x.d_x:_ - —|_C)
y s-e”
b) ’x-e_s""-dx=—s2.xt_3+C;
. s°-e”
2 2
0) sz-e_s'x-dx:—s X 4;2:; x+2+C;
sTee”
. e s-sin(a-x)+a- cos(a X)
d) Ism(a-x)-e dx =— +C;
(s’+a’)-e”
. a-sin(a-x)—s- cos(a X)
e) _[cos(a-x)-e dx=2 +C;
(s’ +a’)-e”
f) F(s) postoji = lim / (x) =0.
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3.6.3. NAPOMENA

oZbog svojstva f), algoritam za odredivanje

Laplaceova transformata clementarne
funkcije f = f(x) moze se zapisati u
ekvivalentnom obliku:

oKorak 1. Odrediti standardnu antiderivaciju
G funkciyje g=f:e* .

oKorak 2. Trazeni Laplaceov transformat
jednak je (—1) - G(0).

oMoze se pokazati da je Laplaceov

transformat elementarne funkcije wuvijek
prava racionalna funkcija.
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3.6.4. TABLICA LAPLACEOVIH
TRANSFORMATA

polazna funkcija f

Laplaceov transformat £ (f)
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3.6.4. TABLICA LAPLACEOVIH

TRANSFORMATA
polazna funkcija f Laplaceov transformat £ (f)
sin (a - x) SZjaz
cos (a - x) S
x - sin (a - x) (Sf f;)z
x - cos (a-x) (;;;2)2
e * . sin(b - x) (S—al)72+b2
e % . cos(b - x) o h
ch (a - x) s
sh (a - x) .
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3.6.5. NEKA SVOJSTVA LAPLACEOVE

TRANSFORMACIJE
polazna funkcija Laplaceov transformat Z (f)
a-f+b-g gdiesua,beR a-F+b-G
! s - F(s)—f(0)
[ s>+ F(s)—s- £(0)-f(0)
f(a-x) é.F(gj
L f[gj F(a- s)
et x . f F(s—a)
F(s)
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3.6.6. ORIGINAL LAPLACEOVA
TRANSFORMATA

o U praksi (npr. prigodom rjesavanja Cauchyjevih problema u
kojima se pojavljuje ODJ 2. reda) se Cesto pojavljuje problem:

o Problem: Zadana je funkcija F. Naci (ako postoji) realnu funkciju
f takvu da je funkcija F' Laplaceov transformat funkcije f.

o Napomena: Funkcija F' ne moze biti “’bilo kakva’ realna funkcija,
ve¢ iskljucivo prava racionalna funkcija.

o Preslikavanje koje funkciji F' pridruzuje funkciju f takvu da je
F = L( f) naziva se inverz Laplaceove transformacije.

o Pisemo: f= LI(F) ikazemo da je f original transformata F.

o Original Laplaceova transformata odreduje se pomocu tablica iz
odjeljka 3.6.4.

o Radi jednostavnosti, Laplaceov transformat nerijetko je najprije
potrebno rastaviti na parcijalne razlomke, a potom odrediti
original svakoga pojedinoga pribrojnika. Takav postupak je
izravna posljedica svojstva linearnosti Laplaceove transformacije.
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