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Kao sto je receno na predavanjima, osnovna svrha metode varijacije konstanti
primijenjena na rjesavanje nehomogenih linearnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 2.
reda s konstantnim koeficijentima zapravo je odredivanje partikularnoga rjesenja. U
tocki 3.4. to smo rjesenje odredivali metodom neodredenih koeficijenata (,pogadali®
smo ga). U ovoj tocki navest ¢emo konkretne formule pomoc¢u kojih mozemo odrediti to
rjesenje. Nedostatak tih formula je moguénost dobivanja relativno teskih standardnih
antiderivacija koje treba odrediti.

Pritom posebno treba istaknuti sljedece: opéi postupak rjesavanja nehomogene linearne
obicne diferencijalne jednadzbe 2. reda ostaje nepromijenjen bez obzira na to kojom
metodom odredivali partikularno rjesenje. Dakle, obavezno trebamo napisati pripadnu
homogenu linearnu obi¢nu diferencijalnu  jednadzbu 2. reda, pridruziti joj
karakteristicnu jednadzbu, rijesSiti karakteristicnu jednadzbu i potom napisati opce
rjeSenje pripadne homogene linearne obic¢ne diferencijalne jednadzbe 2. reda. Postupak
rjesavanja zadatka se dalje nastavlja izborom metode (metoda mneodredenih
koeficijenata ili metoda varijacije konstanti) pogodne za odredivanje partikularnoga
rjeSenja, pa se kao i ranije zavrsava ispisom“ opcega rjesenja kao zbroja opcega
rjeSenja pripadne homogene linearne obicne diferencijalne jednadzbe 2. reda i
partikularnoga rjesenja.

Prije negoli rijesimo konkretne zadatke, pogledajmo izvod odredbenoga sustava
funkcijskih jednadzbi. Vrlo je korisno pazljivo prouciti rjesenje sljedecega zadatka kako
biste shvatili samu ideju metode varijacije konstanti i otkuda se pojavljuje spomenuti
odredbeni sustav. Ovo pitanje pojavljuje se na usmenom ispitu za vise ocjene (vrlo
dobar (4) i izvrstan (5)).

Zadatak 1. Izvedite odredbeni sustav funkcijskih jednadzbi koji sluzi za odredivanje
partikularnoga rjesenja nehomogene linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe 2. reda s
konstantnim koeficijentima. Detaljno objasnite svaki korak izvoda.

Rjesenje: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da rjesavamo obi¢nu
diferencijalnu jednadzbu:

yt+tpy+tqy=f,

gdje su y=y(x) nepoznanica, p,g€ R konstante i f = f(x) funkcija smetnje. Kad

napisemo pripadnu homogenu jednadzbu, pridruzimo joj karakteristicnu jednadzbu,
rijeSimo tu karakteristicnu jednadzbu i napiSemo opce rjeSenje homogene jednadzbe,
neovisno o tipu rjesenja karakteristicne jednadzbe dobit ¢emo izraz oblika:

Vi=C-n+C oy,
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gdje su C,,C,e R konstante, a y, =y (x) i y,=y,(x) ,konkretne“ funkcije. Te dvije

funkcije nazivamo bazicna rjesenja homogene jednadzbe. Pojasnimo ovaj zakljucak.

Ako karakteristicna jednadzba ima dva razlicita realna rjeSenja k ik, (to su

,konkretni“ realni brojevi), onda je:
k- k-
y,=C - +C,-e"",
v - _ kexo _ kyx
pa u ovom slucaju uzmemo y, =e"" iy, =e>".

Ako karakteristicna jednadzba ima jedinstveno dvostruko realno rjesenje k (to je opet
,konkretan“ realan broj), onda je:

— kex _ kex k-x
v,=(C,-x+C))-e" =C,-x-e"+C,-e
v . kx s k-
pa u ovom slucaju uzmemo y,=x-e"* iy, =e".

Napokon, ako karakteristicna jednadzba ima konjugirano-kompleksna rjesenja i ako je
k,=a+b-i (to je ,konkretan“ kompleksan broj) rjesenje takvo da je b=Im(k)>0,

onda je:

v, =€ (C,-cos(b-x)+C,-sin(b-x))=C,-e"" -cos(b-x)+C, -e*" -sin(b - x),
pa u ovom slucaju uzmemo y, =e“*-cos(b-x) i y, =e“" -sin(b-x).
Time smo iscrpili sve moguce slucajeve, te opravdali gornji zakljucak.

Posebno vrijedi istaknuti: bazi¢na rjesenja y, i y, su dva razlicita partikularna rjesenja

homogene jednadzbe. Drugim rije¢ima, za te dvije funkcije vrijede jednakosti:
wrp-y+q-y =0,
Ytp-y,+q-y,=0.

Kako dolazimo do toga zakljucka? Jednostavno, izborom (C,,C,)=(1,0) dobijemo
partikularno rjesenje y,, a izborom (C,,C,)=(0,1) dobijemo partikularno rjesenje y,.

Netom napisane jednakosti koristit ¢e nam u nastavku izvoda.

Sada primijenimo metodu varijacije konstanti. Da bismo dobili partikularno (a potom i
opce) rjesenje polazne jednadzbe, pretpostavit ¢emo da su koeficijenti C, i C, takoder

funkcije varijable z, tj. da vrijedi jednakost:

y, =Cx)y, +Cy(x)- y, .
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Ponovimo 1 istaknimo: y, , kao partikularno rjesenje polazne jednadzbe, mora biti
skonkretna“ funkcija, Sto zna¢i da i nepoznate funkcije C, i C, moraju biti
ykonkretne“ funkcije. (Kako smo vidjeli iz ranije analize, y, i y, su ,konkretne“

funkcije, tj. ne sadrze konstante koje mogu poprimiti proizvoljnu realnu vrijednost.)

U tocki 3.1. rjesavali smo zadatke u kojima je trebalo provijeriti je li neki izraz rjesenje
konkretne obi¢ne diferencijalne jednadzbe. Kako smo to ¢inili? Jednostavno: odredivali
smo sve potrebne derivacije toga izraza, uvrstili ih u zadanu jednadzbu, ,sredili* lijevu
stranu te jednadzbe ,do kraja“ i utvrdili jesmo li dobili identitet koji vrijedi za svaku
vrijednost nezavisne varijable iz domene funkcije y. Potpuno istu ideju primijenit ¢emo
i ovdje. Odredit ¢emo prvu i drugu derivaciju izraza za y, uvrstiti dobivene izraze u
polaznu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu (zajedno s izrazom za y), te vidjeti uz koje
uvjete se dobije identitet. Napomenimo da prilikom deriviranja izraza za vy

primjenjujemo pravilo za deriviranje umnoska dviju funkcija.
Imamo redom (varijablu z namjerno izostavljamo jer nije bitna za nastavak izvoda):
y=Cy+Cy 4Gy, +Cy,
Y =G+ Gy 4Gy + Gy + Gy, Gy 4Gy 3y +Cy s,
Uvrstimo te izraze, zajedno s izrazom y=C, -y, +C,-y,, u polaznu jednadzbu:
Y+py+qgy=f=
(Cl oy +Cn+C oy +C oy +Cyy, 4Gy 3y +Cye 3, + Gy 3y )+
+p~(C1'~y1+C1 ~y1'+C2' ¥, +G, 'y'2)+Q'(C1 y +G, 'y2)=f~

Dobiveno ,neorganizirano® mnostvo c¢lanova relativno brzo ¢emo dovesti u red i

pojednostavniti dobiveni izraz. Grupirajmo c¢lanove na lijevoj strani jednadzbe ovako:

Co(ym+p n+a-n)+C(y+p -2+ 3)+(C -0 +Cn)+C -y +
+(Cy 3y +Cy 3, )+ Cy 3y + (€3 +Cyo vy ) = £
Prve dvije okrugle zagrade jednake su nuli prema ranijoj napomeni da su y, i y,

partikularna rjesenja pripadne homogene jednadzbe. Takoder, prema formuli za

derivaciju umnoska, tre¢a okrugla zagrada jednaka je (Cl yl) (tako smo zapravo i dobili

¢lanove u trecoj okrugloj zagradi), a na analogan je nacin Cetvrta okrugla zagrada
jednaka (Cz yz),‘ Tako gornji izraz mozemo reducirati na:

(Cl-3) +C 3 +(Coov) +Coevat po(Cloy +Coe ) = f.
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Zbroj dviju derivacija jednak je derivaciji zbroja, pa prve dvije okrugle zagrade mozemo
objediniti u jednu i dobiti:

(Cl- 3 +Coyy) +C 3+ Coya4 po(Cloy +Coy ) = -

Uocimo da se u preostalim okruglim zagradama nalazi isti izraz. Kako bismo dobili Sto
jednostavniji odredbeni sustav, postavit ¢emo zahtjev da taj izraz bude jednak nuli, tj.:

C;-y1+C;~y2=O.

Nakon &to smo postavili zahtjev C,-y,+C,-y,=0, obje zagrade u gornjem izrazu

postaju jednake nuli, pa preostaje:
Con+Cyoy, = f.
Dobiveni odredbeni sustav funkcijskih jednadzbi, dakle, glasi:
{C;-y1+C;-y2 =0,
Cn+Coy=f.
Preostaje utvrditi ima li taj sustav jedinstveno rjesenje.

Teorija kaze da gornji sustav ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je njegova

determinanta razli¢ita od nule. Determinanta ovoga sustava je:

'

=y1‘y2—y1‘y2=yf(ﬁj.

M

D= yl, Y2

i W

(Posljednju jednakost dobili smo primjenom formule za derivaciju koli¢nika.) Taj izraz

¢e biti nulfunkcija ako je y; =0 ili ako je [ﬁj =0.
Vi

Nijedna od funkcija y, i y, ni u kojemu od triju mogué¢ih podslucajeva opcega rjesenja

homogene jednadzbe nije nulfunkcija, pa prvi sluéaj y; =0 ne dolazi u obzir.

Ako bi vrijedila jednakost [ﬁj =0, onda bismo integriranjem obiju strana te
Vi

pes
Y1
su funkcije y, i y, proporcionalne. No, to oc¢ito nije tocno ni za jedan od triju mogucih

jednakosti dobili =C, za neku konstantu Ce R. Odavde je y,=C-y,, sto znaci da
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podslucajeva opéega rjesenja homogene jednadzbe: niti €™ mozemo dobiti tako da €~
pomnozimo nekom konstantom koja bi bila ista za svaki xe R, niti ¢** mozemo dobiti
tako da x-€* pomnozimo nekom konstantom koja bi bila ista za svaki xe R, niti
e“" -sin(b-x) mozemo dobiti tako da e“*-cos(b-x) pomnozimo nekom konstantom koja

bi bila ista za svaki xe R.

Dakle, ni ovaj slucaj nije mogué¢, pa zakljucujemo da je determinanta odredbenoga
sustava razli¢ita od nule, odnosno da odredbeni sustav ima jedinstveno rjesenje.

Zadatak 2. Izvedite formule za rjesenje odredbenoga sustava iz zadatka 1.

Rjesenje: U ovome je slucaju vrlo podesno primijeniti Cramerovo pravilo jer racunamo
s op¢im funkcijama, a ne s konkretnim realnim brojevima. Determinantu sustava veé

smo odredili u rjesenju zadatka 1. Odredimo obje pomoé¢ne determinante:

0 vy, :
D, = =0y, =f-yn==y-f
f»n
»w O
D, =", =y f.
oA
Tako dobivamo:
D v .
Cl_Elz y2 f':Cl(x)_.[ y2 f,'dJC,
i (yQ yf(”j
Y Y1
C;=&= yl'f - f ,:>C2(x)=j;.'d%

b y y y
¥ (QJ » (QJ » (QJ
Y Y N

pa je trazeno partikularno rjesenje dano izrazom:

Y, =C(x) 3 +Cy(x)-y, = J'de oy + J-#dx Y,
ylz'[yzj yl'[yzj
Vi M
Ponovimo da su oba integrala koja se pojavljuju u gornjem izrazu standardne
antiderivacije, a ne neodredeni integrali. Dobiveni izraz treba pribrojiti ranije

odredenom opéem rjesenju pripadne homogene jednadzbe i tako dobiti opcée rjesenje
polazne jednadzbe.
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Zadatak 3. (prema ideji prof. L. Marohniéa) Neka su y, i y, bazi¢na rjesenja

homogene jednadzbe pridruzene jednadzbi y +p-y +g-y = f. Oznadimo:

_» S

u==2 y==,
Y N

Pokazite da je tada partikularno rjesenje y, zadane jednadzbe dano izrazom:

el

pri ¢emu oba integrala treba shvatiti kao odredivanje standardnih antiderivacija
podintegralnih funkcija.

Rjesenje: Neka su y, i y, bazicna rjeSenja homogene jednadzbe pridruzene jednadzbi

y"+p-y'+q-y=f. Neka su u:zﬁ, v::i. Tada formule za odredivanje C; i C;
Vi Y1
mozemo zapisati u obliku:
R VSN S S
ylz (})ZJ Y0 (sz u
» Y
o _f 1 1
u

Integriranjem lijeve i desne strane druge jednakosti dobivamo:
C,=[dx.,
u
Uvrstavanjem druge jednadzbe u prvu i parcijalnom integracijom dobijemo:

q:j—u(v.ﬂ.dx:j—u.c;dx: =—u-C,+[u-C, -dx.

du, =—u -dx dv=C,-dx

U, =-u v=C, ‘

Uvrstavanjem tih dviju jednakosti u izraz y, =C, -y +C, -y, konacno dobivamo:
Y, =Gy +Cyy, =(—M~C2+‘[ul-C2-dx)-yl+C2-y2 =

ol fCaan ) = (i) = [ [,
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Napomena: Formula iz zadatka 3. moze uvelike pojednostavniti odredivanje opcega
rieSenja ako su funkcije v i u takve da je relativno jednostavno odrediti svaki od
gornjih dvaju integrala. Moguce je da ¢e jedan integral biti jednostavan, a drugi nece,
pa je u takvim sluc¢ajevima bolje i jednostavnije koristiti formule iz zadatka 2.

Partikularno rjesenje u svim zadacima koji slijede odredit ¢emo na dva nacina: koristeci
formulu iz zadatka 2., odnosno formulu iz zadatka 3. Sami odaberite nacin koji
smatrate laksim, pa odredite partikularno rjesenje na taj nacin. Ne postoji opce pravilo
o tezini pojedinoga nacina — ona ovisi o konkretnom zadatku.

Metodom varijacije konstanti rijesite sljedece jednadzbe:

Zadatak 4. y" +y=tgt.

Rjesenje: Odmah napomenimo da je ovaj zadatak nemoguce rijesiti metodom
neodredenih koeficijenata (na kraju zadatka vidjet Cete kako izgleda partikularno
rjesenje i da ga je nemogucée ,pogoditi“), kao ni primjenom Laplaceove transformacije
(funkcija tg nema Laplaceov transformat jer njezina prirodna domena nema oblik
[a,+<><>>). Dakle, u ovom zadatku (i gotovo svim ostalim zadacima iz ove nastavne

cjeline, osim posljednjega) kao jedina prakticno mogucéa metoda odredivanja
partikularnoga rjesenja ostaje metoda varijacije konstanti.

Najprije odredimo opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe.

Pripadna homogena jednadzba je y +y=0. Njoj pridruzena karakteristi¢na jednadzba
je k*+1=0. Njezina rjeSenja su k =i, k, =E. Rjesenje koje ima strogo pozitivan
imaginarni dio je k, =i, pa ,ocitamo®“: a=Re(k,) =0, b=Im(k,) =1, te dobijemo:

vy = e (G -cos(l-1)+C, sin(l-1)) =C, -cost+C, -sint.

:e() =1

U obama nacinima koji slijede trebamo ,ocitati“ bazi¢na rjesenja pripadne homogene
jednadzbe, te funkciju smetnje. Taj posao je vrlo lak: prilikom rjesavanja nehomogene
linearne obic¢ne diferencijalne jednadzbe 2. reda s konstantnim koeficijentima uvijek
imamo tocno dva bazi¢na rjesenja i to su ,konkretne® funkcije koje mnoze konstante C,

i C,. U nasem slucaju, ta rjesenja (i funkcija smetnje f) su:
y, =cost, y, =sint, f(t)=tgt.
1. nacin (pomoc¢u formula iz zadatka 2.):

Gornje funkcije najprije uvrstimo u formulu
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C;:L'f”

N

pojednostavnimo dobiveni izraz na desnoj strani ,do kraja“ i integriramo obje strane

jednakosti. Dobivamo:

sins sint sin” ¢
- —singtgr oMo cost _ sin’t _cos’t—1 cos’t 1 — cost 1 N
1= rT tT - B B - - ~cost
, [ sint cos’r-(tgt)  cost- cost cost cost cost cost
cos’ t+| —— cos’t
cost

Cl:.[(cost—L -dt=fcost-dt—.[i:sint+ln ctg(£+£
cost cost 2 4

Preostaje iste funkcije uvrstiti u formulu

c,=—"

yl.())zj
N
pojednostavniti izraz na desnoj strani ,do kraja“ i integrirati obje strane dobivene

jednakosti. Imamo redom:

sint sint sint
) tgt .
C, = f - g —__cost _ cost1 =C013t=s1nt:>
sint cost-(tgt . -
Y- 2 COSI'( j (g ) cost cos’t  cost
¥, cost

C, =jsint~dt=—cost+C4.

Tako kona¢no dobivamo:
. t . t
y,=C-y+C, -y, = £s1nt+ln (ctg (E+ZDJ -cost+(—cost)-sint =In (ctg (E+ZD -Cost,
pa je trazeno opce rjesenje polazne jednadzbe:
. tr
y=y,+y,=C cost+C, -s1nt+ln(ctg(5+zjj-cost, C.C,eR

2. nacin (pomoc¢u formule iz zadatka 3.): Odredit ¢emo samo partikularno rjesenje jer

se opce rjesenje polazne jednadzbe potom dobije kao i u prvom nacinu. Imamo redom:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 8



@ : Matematika 2 3.7. Metoda varijacije

(preddiplomski struéni | konstanti — rijeseni zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike)
te t sint
u:&:tgt,v:i:—g = =
Y y, cost cos't
sint
' 1 v 2 .
U =—s; , ==L 1 —gint =
cos’t u
cos’t

1 1 1
=cost- -\ |sint-dt)-df |=cost- -(—cost)-dt |=cost-| —|——-dt |=
Vr U cos’ t (I ) J Ucoszt ( ) J ( cost J

t
=cost-In| ctg| —+— ||,
( (2 4D

Zadatak 5. Rijesite jednadzbu: y" -2 y'+ y =
u

Rjesenje: Pripadna homogena jednadzba je y" -2 y' +y=0. Njoj pridruzena
karakteristi¢na jednadzba glasi k*—=2-k+1=0. Ona ima jedinstveno dvostruko rjesenje
k =1. Zbog toga je opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe:

Y, :(Cl-u+C2)-gl:=Cl-u-e"+C2-e".

e

Odavde ,,o¢itamo“ bazicna rjesenja, a iz polazne jednadzbe oc¢itamo funkciju smetnje:

u u eu
y=u-e,y =e,f=—.
u
1. nacin (pomoc¢u formule iz zadatka 2.):

Gornje funkcije najprije uvrstimo u formulu

— _yz'f

-
N

pojednostavnimo dobiveni izraz na desnoj strani ,do kraja“ i integriramo obje strane

dobivene jednakosti. Dobivamo:

G zji-duzlnu.
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Sad iste funkcije uvrstimo u formulu

c,=—I

)’1'[)]2]
N
pojednostavnimo dobiveni izraz na desnoj strani ,do kraja“ i integriramo obje strane

dobivene jednakosti. Dobivamo:

e u
u

< | =
< | =

R R TI  R

C, :I—1~du =—u.

VR
< =

eu
u- eu

Zbog toga je partikularno rjesenje polazne jednadzbe jednako:

y,=Cy+C, -y, =(nu)-u-e"+(-u)-e" =(Inu—-1)-u-e",

pa je trazeno opce rjesenje polazne jednadzbe:

y=y,+y,=Cu-e"+C,-e"+(Inu-D)-u-e¢" =(C;—)-u-e"+C,-e"+(Inu)-u-e" =
=C3

=C,-u-e"+C,-¢"+(Inu)-u-e", C,,C;e R.

Uocite da smo u gornjem izrazu ,komprimirali“ dva clana u jedan zamijenivsi

konstantu C, -1 novom konstantom C,. Ovakav slucaj nije rijedak i moze se pojaviti
prilikom sredivanja pravila zbroja y,+y, . Razlog njegova pojavljivanja je trazenje
partikularnoga rjesenja u obliku C,(x)-y,+C,(x)-y,, tj. kao ,linearne kombinacije“
bazi¢nih rjesenja. Iz zapisanoga opcega rjeSenja polazne jednadzbe vidimo da je
partikularno rjesenje (Inu)-u-e“ zapravo ,visekratnik“ bazi¢noga rjeSenja y =u-e" i
da bi ,koeficijent* uz y, zapravo trebao biti jednak 0 (tj. nulfunkciji). Medutim, to je
nemoguce jer C250:>C;50:>f50, pa bismo na pocetku imali homogenu, a ne
nehomogenu jednadzbu. Dakle, moguce je da c¢emo, prilikom ispisa pravila opcega
rjeSenja polazne jednadzbe, morati dodatno pojednostavniti pravilo toga rjesenja, pa na
to treba dodatno obratiti pozornost.

2. nacin (pomocu formule iz zadatka 3.): Uz iste oznake kao i u 1. na¢inu imamo:
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@ : Matematika 2 3.7. Metoda varijacije

(preddiplomski struéni | konstanti — rijeseni zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike)
1
| Y u’
Uy =——>, —= =—1=
' I/t2 U, _ L
I/l2

y, =u-e" -(j(—uizj-(j(—l)-du)-duj=u-e" -(j(—uiz)-(—u)-duj=u-e" -Ui-du)=u-e" Inu.

Primijetimo da u ovom slucaju nismo dobili partikularno rjeSenje jednako onome
dobivenom prvim nac¢inom. Ni ta ,pojava® nije rijedak slucaj jer se radi o razli¢itim
nac¢inima dobivanja partikularnoga rjesenja. Medutim, opcée rjeSenje — a ono je krajnji

cilj zadatka — u oba je slucaja jednako:

y=yh+y,,=C1-u-e“+C2-e“+u-e“-lnu, C.,C,e R

Zadatak 6. RijeSite jednadzbu: y +y = )
cosz

Rjesenje: Analogno kao u rjeSenju zadatka 4. dobijemo:

v, =C,-cosz+C, sinz.

Bazi¢na rjesenja y, i y,, te funkcija smetnje fsu:

y,=cosz,y,=sinz, f(z)=
cos Z

1. nacin (pomoc¢u formula iz zadatka 2.):

Gornje funkcije najprije uvrstimo u formulu

CI': _yz.fv’

Y

pojednostavnimo dobiveni izraz na desnoj strani ,do kraja“ i integriramo obje strane

dobivene jednakosti. Imamo redom:

—sinz-
C = cosz __ 18T 8T —tgz=
1 . ' 2 '
, (sinz cos z-(1g2) (o2 ;.
cos z- cos’ z
COS Z

C = —J. tg z-dz =In(cos 7).

Sad te funkcije uvrstimo u formulu
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@ : Matematika 2 3.7. Metoda varijacije

oo sees, | (preddiplomski struéni | konstanti — rijeseni zadaci
" Hektotehmick odl studij elektrotehnike)

c,=—I—,

yl ' (yz]
Vi

pojednostavnimo dobiveni izraz na desnoj strani ,do kraja“ i integriramo obje strane

dobivene jednakosti. Imamo:

1 1 1
C; — CoS = CO? )' — CcoSs =1=
SinZ COSZ- th coSZ-
COSZ- 2
(COSZ) COS 7
C2=Jl-dz=z

Zbog toga je partikularno rjesenje polazne jednadzbe jednako:

y,=C -y +C,-y,=In(cosz)-cosz+z-sinz,

pa je opce rjesenje polazne jednadzbe:

y=y,+y,=Ccosz+C, sinz+In(cosz)-cosz+z-sinz, C|,C,e R.

2. nacin (pomocu formule iz zadatka 3.): Uz oznake kao u 1. nac¢inu imamo:

1

u=&=tgz,v=i= —=

B2} Y, cos'z
- 1
u = > ,1.=1:>

cos“zZ u

1
1 z u==z V:J. 3 'dZ:th

=CO0SZ- . le 'dZ =CoSZ- 'dZ — COS Z _

yymeosa{ [ ot (1) e meose [ e 1

du =dz dv=

0082 Z

:cosz'(z'tg z—jtgz-dz):cosz- z-%—(—ln(cosz)) = z-sin z+cos z-In(cos z).
cos 7

Dobili smo partikularno rjesenje jednako onom dobivenom prvim nacinom, pa je i opce

rjeSenje polazne jednadzbe jednako onom dobivenom prvim nacinom.

Napomena: U prvomu smo nacinu dobili dva tabli¢na integrala. Njih smo vrlo lako
odredili. U drugomu smo nac¢inu najprije dobili jedan vrlo lagani tabli¢ni integral, a
potom integral koji smo odredili metodom djelomic¢ne integracije. U ovome je slucaju,
dakle, bilo nesto lakse primijeniti prvi nac¢in odredivanja partikularnoga rjesenja.
Medutim, ponovimo i istaknimo: to nije pravilo, tj. ,tezina“ svakoga pojedinoga nacina
ovisi o polaznoj jednadzbi, pa ne mozemo unaprijed procijeniti koji nacin je brzi i laksi.
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oo s | (preddiplomski struéni | konstanti — rijeSeni zadaci
“aasemcisas | studij elektrotehnike)

Domaca zadaca
Metodom varijacije konstanti rijesite sljedece jednadzbe:
1. y" +y= ctgt.

—X

2.y"+2-y'+y=e .
X

3.y"+y=.L'

sin ¢
4y"_4y'+4y:32Ch(2X)
5,y"+4-y:4-sin(2-t).

Rezultati zadataka za domacu zadacu:

Napomena: U svim rezultatima zadataka su C,,C, € R konstante.

-cost+C2-sint+sint-ln(tg(én.

2.y=C,-x-e"+C,-e " +x-Inx-e".

1.y=C

—_

3.y=C, -cost+C, sint—t-cost+sint-In(sint).
4. Uputa: 32-ch(2-x)=16- (e“ + e‘“). Dobivase: y=C, x-e** +C,-¢"* +8- - &> +e 7",

S.y=C, -cos(2-1)+C,-sin(2-1)—t-cos(2-1).
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