
3.8. PRIMJERI PRIMJENE 
OBIČNIH DIFERENCIJALNIH 

JEDNADŽBI 1. I 2. REDA

STAROST KOSTURA.
POPULACIJSKA I LOGISTIČKA JEDNADŽBA.

SLOBODNI PAD.
DRUGA KOZMIČKA BRZINA.

NEWTONOV ZAKON HLAĐENJA.
HARMONIJSKI OSCILATOR.

SERIJSKI RC, RL I RLC-KRUG.



3.8.1. ODREĐIVANJE STAROSTI 
KOSTURA POMOĆU UGLJIKOVA 

IZOTOPA
Vrijeme poluraspada radioaktivnoga ugljika iznosi 5730 godina. Količina toga ugljika
danas pronađenoga u kosturu nekoga organizma jednaka je 60% količine istoga ugljika
koja se nalazi u živom organizmu. Procijenite starost kostura (zaokružite rezultat na
najbliži prirodan broj).

Napomene: 1.) Brzina radioaktivnoga raspada nekoga materijala proporcionalna je
količini toga materijala koji se još nije raspao. Ona je negativna jer se količina
neraspadnutoga materijala smanjuje tijekom vremena.

2.) Vrijeme poluraspada je vrijeme (računajući od trenutka t = 0) potrebno da se
količina radioaktivnoga materijala smanji na polovicu prvotnoga iznosa.

Rezultat: Starost kostura iznosi 4223 godine. Dobivena vrijednost je nešto manja od
stvarne starosti kostura zbog promjene količine radioaktivnoga ugljika kroz dugo
razdoblje godina.
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3.8.2. OTAPANJE KRUTOGA TIJELA 
U OTAPALU

Kruto tijelo mase m uronjeno je u otapalo. Brzina njegova rastvaranja proporcionalna je
količini nerastvorenoga dijela tijela. Nađite ovisnost količine rastvorenoga tijela o
vremenu.

Rezultat:

gdje je k faktor proporcionalnosti brzine rastvaranja tijela i količine nerastvorenoga
dijela tijela.
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3.8.3. POPULACIJSKA JEDNADŽBA

Neka kultura bakterija na početku ima ukupno 5000
bakterija.
Trenutna stopa rasta broja bakterija u trenutku t
proporcionalna je broju bakterija u tom trenutku.
Nakon tri sata populacija je narasla na 9000
bakterija.
Odredite ukupan broj bakterija nakon devet sati
rasta. Zaokružite dobiveni rezultat na najbliži
prirodan broj.
Rezultat: 29 160.
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3.8.4. LOGISTIČKA JEDNADŽBA
Neka populacija živih bića u početnom trenutku ima P jedinki i može podnijeti
ukupno najviše Pmax jedinki.

Ukupan broj jedinki na početku raste eksponencijalno sa brzinom rasta k, ali
se ta brzina smanjuje što se ukupan broj jedinki približava broju Pmax.

Takvo ponašanje populacije modelira se logističkom jednadžbom:

Odredite eksplicitni oblik pravila funkcije P (u zavisnosti o vremenu t).

Rezultat:
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3.8.5. SLOBODNI PAD
1. Kojom brzinom će na tlo pasti tijelo bačeno s visine h u polju Zemljine sile teže? Otpor
zraka zanemarujemo. Pretpostavljamo da je početna brzina tijela v = 0.

Rezultat:

Napomena: Ako je početna brzina jednaka 0, onda je brzina tijela u svakom trenutku pada
proporcionalna vremenu pada.

2. Riješite prethodni zadatak uz pretpostavku da je otpor zraka proporcionalan brzini tijela.
Utvrdite što se događa kad t → ∞.

Rezultat: , gdje su m masa tijela i k konstanta proporcionalnosti.

Napomena: Konstanta k koja „mjeri” proporcionalnost otpora zraka i brzine tijela ovisi o
obliku tijela.

Za „normalna” tijela može se uzeti k = 7.
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3.8.6. DRUGA KOZMIČKA BRZINA

Tijelo koje nastoji „pobjeći” iz gravitacijskoga polja nekoga planeta mora se
udaljavati od toga planeta nekom najmanjom brzinom. Odredite tu brzinu za
tijelo izbačeno s površine Zemlje.

Opća gravitacijska konstanta iznosi G = 6.67 · 10-11 Nm2/kg2, masa Zemlje
m = 5.975 · 1024 kg, a polumjer Zemlje 6.371·106 m.

Napomena: Predznak brzine je pozitivan ako se tijelo udaljuje od planeta.

Rezultat:
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3.8.7. PROBLEM MASE TVARI U 
OTOPINI

U spremniku se nalazi ukupno V litara vodene otopine s ukupno m kilograma
soli.

Voda utječe u spremnik stalnom brzinom od v1 litara u jedinici vremena.

Vodena otopina istječe iz spremnika stalnom brzinom od v2 litara u jedinici
vremena, pri čemu je v1 < v2.

Jednolika koncentracija soli u otopini održava se stalnim miješanjem otopine.

Odredite masu soli ms u spremniku po isteku vremena t.

Rezultat:
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3.8.8. NEWTONOV ZAKON 
HLAĐENJA
Tijelo temperature T0 smješteno je u prostoriju čija je temperatura Tp, pri
čemu je T0 > Tp. Brzina promjene temperature tijela proporcionalna je razlici
temperature tijela i temperature prostorije. Odredite temperaturu tijela u
trenutku t.

Rezultat:

gdje je k koeficijent proporcionalnosti ovisan o raznim svojstvima tijela.
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3.8.9. SERIJSKI RC-KRUG
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3.8.9. SERIJSKI RC-KRUG
RC-krug se sastoji od serijski spojenoga izvora napona (U), otpornika otpora R,
kondenzatora kapaciteta C i sklopke.

Odredite naboj i napon na kondenzatoru, te jakost struje koja teče strujnim krugom u
trenutku t u svakom od sljedećih slučajeva:

I. Kondenzator na početku nije nabijen.

II. Kondenzator je na početku nabijen.

Rezultati:
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3.8.10. SERIJSKI RL-KRUG
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3.8.10. SERIJSKI RL-KRUG
Serijski RL - krug se sastoji od serijski spojenih izvora napora (U), otpornika čiji je
otpor R i zavojnice čiji je induktivitet L.

Pretpostavimo da prekidač u krugu zatvorimo u trenutku t = 0.

Odredite jakost struje u krugu i iznos samoinduciranoga napona u zavojnici u trenutku
t.

Rezultati:
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OSCILATOR



3.8.11. HARMONIJSKI 
OSCILATOR

Sustav koji titra (oscilira) pod utjecajem harmonijske sile nazivamo harmonijski
oscilator. Njegovi osnovni elementi su:

- otklon točke od ravnotežnoga položaja (y = y(t));

- masa točke (m);

- koeficijent trenja (h);

- koeficijent elastičnosti (k).

Pretpostavljamo da je sila trenja proporcionalna brzini gibanja točke, kao i da je
elastična sila proporcionalna otklonu.

Jednadžba harmonijskoga oscilatora glasi:

Razmotrite gibanje u slučaju velikoga trenja, u slučaju relativno maloga trenja i u
slučaju kad nema trenja.
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3.8.11. HARMONIJSKI OSCILATOR
Slučaj velikoga trenja: Ako je h2 > 4·m·k, onda će točka težiti ravnotežnom položaju bez
osciliranja.

Ako je h2 = 4·m·k, onda se točka približava ravnotežnom položaju bez osciliranja.

Slučaj kad nema trenja: Ako je h = 0, onda gibanje točke opisuje harmonijska funkcija oblika

y = A·sin(ω·t + ϕ).

Slučaj malenoga trenja: Ako je 0 < h2 < 4·m·k, onda gibanje točke opisuje funkcija oblika

Tada će točka prigušeno oscilirati oko ravnotežnoga položaja.
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3.8.12. SERIJSKI RLC-KRUG
Serijski RLC-krug zamišljamo kao serijski spoj idealnoga otpornika (čiji je otpor R), idealne
zavojnice (čiji je induktivitet L) i idealnoga kondenzatora (čiji je kapacitet C).

Ako nabijemo kondenzator i zatvorimo prekidač, dolazi do slobodnih električnih titraja. U
početnom trenutku nabijeni kondenzator sadrži električnu energiju. Izbijanjem kondenzatora ta
se energija pretvara u magnetsku (koju stvara struja u zavojnici).

Struja u zavojnici nabija kondenzator nabojima suprotnima od početnih. Tako se magnetska
energija pretvara u električnu, čime se ponavlja cjelokupni proces.

Pretpostavimo li da je napon u krugu konstanta, onda struja I = I(t) zadovoljava diferencijalnu
jednadžbu:

Zasebno razmotrite slučaj velikoga otpora, slučaj maloga otpora i slučaj kad nema otpora.
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3.8.12. SERIJSKI RLC-KRUG
Slučaj velikoga otpora: Ako je R2 ≥ 4·L/C, onda struja postaje sve slabija
i teži prema nuli.

Slučaj maloga otpora: Ako je 0 < R2 < 4·L/C, onda jakost struje opisuje
funkcija oblika

Slučaj kad nema otpora: Promatrani strujni krug titra kružnom
frekvencijom
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