@ : Matematika 1 3. Vektori —

~~ | (preddiplomski strucni zadaci
~rovmsameonmaneenss | studij elektrotehnike)

Elektrotehniéki odjel

1. Vektori m=2-a—b i n=4-a+5b su medusobno okomiti. Ako su a i b
nenulvektori iste duljine, odredite kut izmedu tih vektora.

Rjesenje: Skalarni umnozak vektora m i n treba biti jednak nuli, pa imamo redom:
m

2

)

2-4)-(a-a)-1-4-(b-a)+(2-5)-(a-b)-1-5-(b-b) =0,

n=0
a—b

—

(4-a+55)=0,
8.[af ~4-(a-b)+10-(a-5)-5[5 =0,
8-‘21‘2—4-‘5‘-‘Z)‘-cos¢+10-‘21‘-‘l;‘-cosgo—S-‘l;‘z =0.
Prema pretpostavci zadatka vrijedi jednakost ‘Zz‘ :‘13‘ , pa dalje slijedi:
8-‘5‘2—4-‘2;‘-‘a‘-cos¢+10-‘5‘~‘a‘~cos¢—5-‘ar =0, /:‘5‘2

8—4-cos@+10-cos@p—-5=0,
6-cosp=-3, /:6

1
cos@p=——.

Odatle slijedi (0:%7[ radijana.
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2. Zadani su vektori a=i+ -2k, b=i-2-j+k i c=i+ j+k. Izratunajte mjeru

kuta (iskazanu u radijanima) izmedu vektora ¢ i axb.

Rjesenje: Odredimo najprije vektor axb. Imamo redom:

a=(1,1,-2),
l;=(1,—2, 1),
ik
- N ) I | B, O | N |
axb=|l 1 -=2|=i- -7 R _
-2 1 1 1 1 2
=11—(=2)-(=2)=1-4=-3 =11-1-(=2)=1+2=3 =1-(=2)-1.1=—2-1=-3

=-3:i-3-j=3-k=(-3)-(i+ j+k)=(-3)-c.

Odatle zakljuéujemo da su vektori ¢ i axb kolinearni, ali suprotnoga smjera. Zbog
toga je trazena mjera kuta jednaka @ =7 radijana.
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3. (pismeni ispit, 25. 8. 2020.) Zadani su vektori a=k—i i b=i+4-k . Odredite sve
vektore x duljine 2 koji su okomiti na vektore 2-a+b i a—2-b. Sve svoje tvrdnje

precizno obrazlozite.
Rjesenje: Odredimo najprije vektore 2-a+b i a—2-b. Dobivamo:

a=(-1,0,1), b=(1,0,4),
2-a+b=2-(-1,0,1)+(1,0,4) = (=2,0,2) +(1,0,4) = (1,0, 6),
a-2-b=(-1,0,1)=2-(1,0,4) = (-=1,0,1)— (2,0,8) = (=3,0,=7).

TraZeni vektori su kolinearni s vektorskim ummnoskom vektora 2-a+b i a—2-b.

Zbog toga odredimo taj umnozak:

(2-a+b)x(a-2:b)= :l;

=—j(1=-(=18))=-25-].

S O

Odatle sada lako slijedi da su trazeni vektori ;1 = —2-}' i ;1 =2 ;
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4. Zadani su vektori &:(a, 0,1 i l;=(—1, 1, 0). Odredite vrijednost a¢e R tako da

povrsina paralelograma razapetoga zadanim vektorima bude jednaka 3.42 kv. jed.

Rjesenje: lIzracunajmo najprije duljinu vektorskoga umnoska zadanih vektora.

Imamo redom:

i _j l}. 1+1.—1I. l _l.+ _j l}. -~ . 7
~ U7 - i+j k e 7 T 7
axb=laa 0 1| = |la a 1|=(1)- =—(i+j-ak)=-i-j+a-k
11 0 1 0 0 a 1

‘axE‘ =\/(—1)2 + (=D +a? =1+1+a? =Ja? +2.

Dobivena duljina vektorskoga umnoska zadanih vektora jednaka je povrsini

paralelograma. Tako dobivamo jednadzbu:

Ja2+2 =342,

Kvadriranjem obiju strana te jednadzbe slijedi &> =16. Odatle je ae {-4,4}.

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 4



@ : Matematika 1 3. Vektori —
(preddiplomski strucni zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE St udiJ elektrot ehnike)

Elektrotehniéki odjel

5. (pismeni ispit, 1. 9. 2020.) Duljina vektora a iznosi V3 jed. duljina. Duljina
vektora b iznosi 2 jed. duljine. Povriina trokuta kojega razapinju vektori ¢=3-a+b
i d=a-5-b iznosi 24 kv. jed. Odredite mjeru (u radijanima) Siljastoga kuta medu

vektorima a 1 b .

Rjesenje: Ozna¢imo s ¢ trazeni kut. Povrsina trokuta kojega zatvaraju vektori ¢ i

d jednaka je polovici duljine njihova vektorskoga umnoska. Zbog toga odredimo:

ExE:(3-Zz+13)x(21—5-l;):3-(@}+Ex5—15-(5x5)—5-(@}:(—16)-(sz1;),
=0 :—(&xl_)) =0
P:%-‘Exﬁ‘:%-‘(—16)-(5%})‘:%-16- E -Lb:

- =2

-sin¢:16-\/§-sin¢.

Prema zahtjevu zadatka, ta povrsina mora biti jednaka 24 kv. jed. Tako dobivamo

trigonometrijsku jednadzbu:
16-/3-sinp=24 & sin(ﬁz?.

. ) 3
U intervalu <O,£> ta jednadzba ima jedinstveno rjesenje (Dzarcsm(gjz

Wy

2

Dakle, (0:% radijana.
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6. (pismeni ispit, 13. 6. 2016.) Zadani su vektori a=1-1,1 i b=(0, 1, 1).
1

Izracunajte opseg i povrsinu paralelograma razapetoga vektorima Ezﬁ(a+l;) i

(g9

Rjesenje: Izracunamo:

E:i-((l,—1,1)+(0,1,1)) L

5 J5

-(1,0,2),

c L
— 1 1 . 1 ; } ]_é”‘_[y,‘”” 1 ; }—]_(. ]_é
1 -1 1 1 2 1

Primijetimo da vektori ¢id razapinju kvadrat. Naime, svaki vektor kolinearan s
bxa je okomit na ravninu odredenu vektorima a i b. Vektor d je kolinearan s
bxa, a vektor ¢ pripada ravnini odredenoj vektorima a i b. Zbog toga je ¢ Ld
(dokazite to koristeéi skalarni umnozak!), pa su konacno:

0= 4-\2\ =4-1=4 jed. duljina,

p= HZ —1? =1 kv. jed.
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7. (1. kolokvij, ak. god. 2019./2020.) Vektori a, b i ¢ razapinju paralelepiped

volumena 1 kub. jed. Izracunajte volumen paralelepipeda kojega razapinju vektori

a+b, a-bi1 —-c.

|~

Rjesenje: Prema pretpostavci zadatka vrijedi jednakost ‘(&XE)-E‘ZI. Tako redom

imamo:

(@+5)<(a-))(4¢) ) axar bra-axb-pst 1) -

IH,._I
=0 =(axb) =0

- ((4)%)-((&@)-2) =|~1|=1 kub. jed.
NN
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8. (1. kolokvij, ak. god. 2017./2018.) Zadani su vektori a=i+k i b= —k.

Izracunajte volumen prizme razapete vektorima axb, (le;)a i (Z)Zl)l;

Rjesenje: Zapisimo zadane vektore u koordinatnom obliku:

a=(1,0,1), b=(0,1,-1).

Racunamo:
i j ok

- - -0 1| -1 1} -1 0O - - -

axb=[1 0 1|=i- - +k- =—i+j+k=(-1 1 1),
0 1 | 1 -1 0 -1 0 1

(a-b)-a=((10.1)-(0.1,-1)-(1,0.1) = (1-0+0-1+1- (=) (1,0,1) = (=) (1,0,1) = (1,0,1),
(p-a)-b=(a-b)-b=(-1-(0.1.-1)=(0,~L1).

Volumen prizme razapete izracunanim vektorima jednak je:

-1)- 1
( -1 1

-1 1 1 I1—~11—II. 1 -1 1 1
v=_ft 0 = o1 2=
0 -1 1 0 -1 1

! ~L@n-ai-2-n)=
> =>7[(D-a-1-2-n)

1 1
2| 3 5-3=15kub. jed.
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