4. FUNKCIJE

4.1. POJAM FUNKCIJE
PRIRODNA DOMENA FUNKCIJ
NULTOCKA FUNKCIJE.
BIJEKCIJA.INVERZ BIJEKCIJE.
GRAF FUNKCIJE
OMEDENOST, M ONOTONOST |
PARNOST RJALN L, FUNKCIJE

LJ_

=

(-]

LJ_



4.1.1. POJAM FUNKCIJE

Pojam funkcije jedan je od najvaznijih za
matematiku i njezine primjene.
Poznavanje svih prirodnih i tehnickih procesa je

zapravo poznavanje medusobne zavisnosti velicina
koje sudjeluju u tom procesu.

Npr. jakost struje u nekom vodicu struje zavisi o
naponu izmedu krajeva vodica i o ukupnom
otporu strujnoga kruga u koji je ukljucen taj
vodic¢ ( Ohmov zakon).

Opisivanje takve zavisnosti vodi na pojam
funkcije.
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4.1.1. POJAM FUNKCIJE

Neka su X i Y dva neprazna skupa. Ako je prema nekom
pravilu f svakom elementu skupa X pridruzen tocéno jedan
element skupa Y, kazemo da je na skupu X zadana funkcija
f's vrijednostima u skupu Y.

Pisemo: f: X — Y.
Skup X nazivamo podrucéje definicije ili domena funkcije 7

Skup Y nazivamo podrucje vrijednosti ili kodomena
funkcije £

Funkcija £ je potpuno zadana ako zadamo njezinu domenu,
kodomenu i pravilo prema kojemu se elementima domene

pridruzuju elementi kodomene.
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4.1.1. POJAM FUNKCIJE

Svaki element domene funkcije f naziva se (nezavisna) varijabla ili argument
funkcije £ Zbog toga se obicno kaze da je ftunkcija argumenta ili varijable x, t,
uisl

Ako se pravilom felementu x pridruzuje element y, to pisSemo kao y = £ (x) ili
kao x — y: (Prvi zapis se koristi znatno cesce.)

Pravilo fnajcesée je neka analiticka formula npr. £ (x) = x + 1, ali moze biti
zadano i tablicno, odnosno graficki.
Ne istaknemo li drugacije, skupovi X i Y bit ¢e podskupovi skupa R, pa ¢emo

govoriti o realnim funkcijama (taj dio izraza znaci da je kodomena podskup
skupa R) jedne realne varijable (ovaj dio izraza znac¢i da je domena neki

podskup skupa R).

Dvije funkcije 71 g su jednake ako im se (zasebno) podudaraju domene,
podudaraju kodomene i ako vrijedi jednakost {x) = g(x), za svaki x iz domene.
Npr. funkcije {x) = 1 i g(x) = sin’x + cos’x su jednake, a funkcije {x) = 1 i
g(x) = tg x- ctg x nisu jednake (jer imaju razli¢ite domene).

Ne istaknemo li drugacije, u nastavku pretpostavljamo da je f realna funkcija
jedne realne varijable.
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4.1.2. NAPOMENA

* Funkcije £ : |0, 1] =R i g : R —R definirane pravilima
fx) = sin xi g(x) = sin x nisu jednake jer nemaju jednake
domene. Medutim, domena funkcije f je pravi podskup
domene funkcije g U tom slucaju kazemo da je 7 suzenje ili

restrikcija funkcije g mna segment [0, 1], odnosno,
ekvivalentno, da je g proSirenje funkcije /na skup R.

* Da bismo izbjegli ovakve situacije (tj. utvrdivanje trazimo li
domenu restrikcije funkcije ili domenu nekoga od njezinih
prosirenja), definiramo prirodnu domenu funkcije kao

najve¢i (s obzirom na relaciju ,biti podskup”) podskup
skupa R na kojemu je definirana ta funkcija.

« Kad god ne istaknemo drukcije, pretpostavljamo da je
domena funkcije jednaka njezinoj prirodnoj domeni.
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4.1.2. NAPOMENA

Pojam kAodomene funkcije treba razlikovati
od pojma s/ike tunkcije.

Slika funkcije /: A — B je skup
Im f:={f(x): xe A} C B.

lako je vrlo korisna, sliku funkcije je u
vecini slucajeva vrlo tesko odrediti, pa cak i
oraficki. U takvim slucajevima je bolje i
prikladnije koristiti kodomenu.
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4.1.3. NULTOCKA FUNKCIJE

Neka je f: X — YinekajeO e Y.

Svaki x € X takav da je f{x) = 0 nazivamo
nultocka tunkcije £

Skup svih nultocaka funkcije 7 oznacavamo s
N 1.

Oprez: Iz definicije nultocke slijedi M/ < X
Tako npr. funkcija £: [0, 1] > R, fx) = x* -

nema nijednu nultocku, funkcija g : |0, 2] — R,
2(t) = sin ¢ ima tocno jednu nultocku itd.
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4.1.4. ALGEBARSKE OPERACIJE S FUNKCIJAMA

e Nekasud, BcR, f:A—->Rig: B—>R.

* Definiramo sljede¢e osnovne algebarske operacije s
funkcijama:

a) zbrajanje: (f+g2)(x)=f(x)+g(x), Vxe AN B;
b) oduzimanje: (f —g)(x)=f(x)—g(x), Vxe AN B;
¢) mnozenje: (f-g)(x)= f(x)-g(x), Vxe AN B;

d) dijeljenje: [1] (x):= /(x) , Vxe AN (B\N(g));
g g(x)

e) kompozicija: (go f)(x)=g(f(x)), Vxe(C = {x eAd: f(x)e B} c A.
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4.1.5. BIJEKCIJA. INVERZ BIJEKCIJ!

Neka je f: X — Y.

Kazemo da je funkcija f bijekcija ako postoji
funkcija g : Y — X takva da istovremeno
vrijede jednakosti:

(fo)y)=y, Vyel,
(go f)x)=x, Vxe X.

Moze se pokazati da, ako funkcija g postoji,
onda je ona jedinstvena. Zbog toga je
oznacavamo s /' i nazivamo inverz tunkcije £

O Cfe L
prez. f ;tf
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4.1.6. ODREDIVANJE PRAVILA INVERZA BIJEKCIJE

Domena 1 kodomena inverza bijekcije odredeni su
zadavanjem same bijekcije. Zbog toga preostaje razmotriti
sljedec¢i problem.

Problem: Odrediti pravilo inverza zadane bijekcije £
Algoritam za odredivanje pravila inverza bijekcije £
Ulaz: bijekcija f: X — Y cCije je pravilo zadano analiticki
(zatvorenom formulom)

Korak 1. Iz jednakosti y = £ (x) izraziti x. Dobiva se izraz
oblika x = g(y), gdje je g nova funkcija varijable y-

Korak 2. Pravilo funkcije g je trazeno pravilo inverza 7!
(Prakticno, samo treba zamijeniti oznaku wvarijable u
funkciji dobivenoj u koraku 1.)
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4.1.7. PRIMJER 1.

a) Funkcija f: R 5> R, {x) = x + 1 ima skup R i kao
domenu i kao kodomenu.

Ta funkcija je bijekcija. Njezin inverz je funkcija
fIR->R, flx)=x—1.

b) Funkcija g: R - R, g(x) = x? ima skup R i kao
domenu i kao kodomenu.

Moze se pokazati da ta funkcija nije bijekcija.

Medutim, ako za domenu i kodomenu uzmemo skup
0,+00), onda je funkcija £ bijekcija i njezin inverz je:

g :[0,40) —>[0,+0), g7'(x) = Jx.
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4.1.8. GRAF FUNKCIJE

Neka je f: X — Y.
Graf funkcije fje skup I'(4) := {(x, {x)) : x € X}.
Na prvom mjestu svakoga elementa skupa I/

uvijek  je  vrijednost nezavisne  varijable
(argumenta) funkcije £ a na drugom pripadna
vrijednost iz kodomene.

Grat takve funkcije obic¢no je prikladno prikazati
u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.
Na o0s apscisa nanose se vrijednosti nezavisne
varijable, a na os ordinata nanose se pripadne
vrijednosti iz kodomene.
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4.1.8. GRAF FUNKCIJE

« Oprez: Cesto se tvrdi da je graf svake realne funkcije
jedne realne varijable neka ravninska krivulja. To je
opc¢enito netocno. Postoje realne funkcije jedne realne
varijable kojima graf nije ravninska krivulja, a postoje
i ravninske krivulje (npr. kruznica, elipsa) koje nisu

grafovi nijedne rea.

e Za utvrdivanje je
realne tunkcije pra.

ne funkcije jedne realne varijable.

li neka ravninska krivulja grat neke

kticno je koristan sljedeci kriterij:

 Neka ravninska krivulja je graf neke realne funkcije
ako I samo ako svaki pravac usporedan s osi ordinata
sijece tu ravninsku krivulju u najvise jednoj tocki (tj.
ili je uopce ne sijece ili je sijece u tocno jednoj tocki).

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 13



4.1.9. OMEDENA FUNKCIJA

Neka je £: X > Y.

Ako postoji barem jedan meR takav da za svaki xe X vrijedi nejednakost
f(x) > m, kazemo da je funkcija fomedena odozdo.

To praktiéno znaci da se cijeli grat funkcije f nalazi iznad pravca y = m ili
na tom pravcu. Drugim rije¢cima, nijedna tocka grafa funkcije / ne nalazi se
ispod pravca y = m.

Analogno, ako postoji barem jedan A/eR takav da za svaki xe X vrijedi
nejednakost fx) < M, kazemo da je funkcija fomedena odozgo.

To prakticno znaci da se cijeli graf funkcije £ nalazi ispod pravca y = M ili
na tom pravcu. Drugim rije¢cima, nijedna tocka grafa funkcije / ne nalazi se
iznad pravca y = M.

Funkciju koja je omedena i odozdo i odozgo kratko nazivamo omedenom
funkcijom.

Dakle, funkcija £ je omedena ako postoje m, MeR takvi da za svaki xe X
vrijedi nejednakost m < f{x) < M. To znadi da je graf funkcije £ “uklijesten”
izmedu pravaca y = mi y= M.

U posebnom slucaju kada je m = M funkciju / nazivamo konstantnom
funkcijom (kra¢e i nepreciznije: konstemtom) Njezina slika je jednoclan

skup {14}
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4.1.10. MONOTONE FUNKCIJE

Neka je f: X — Y.

Ako je za svake dvije vrijednosti x;, x, € X istinita tvrdnja:
(1 < x) = (£(x) < f(x)),

kazemo da je funkcija fmonotono rastuca (ili krace rastuca).

To znac¢i da povetanje vrijednosti nezavisne varijable povlaci
nesmanjivanje vrijednosti funkcije (tj. vrijednost funkcije £ se ili ne
mijenja ili povecava).

Ako u gornjoj implikaciji umjesto < vrijedi stroga nejednakost <,
tj. ako je za svake dvije vrijednosti x;, x, € X istinita tvrdnja:

(1 < x) = (£(x) < f(x)),

kazemo da je funkcija /strogo rastuca.

To znac¢i da povetanje vrijednosti nezavisne varijable povlaci
povecanje vrijednosti funkcije.
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4.1.10. MONOTONE FUNKCIJE

Ako je za svake dvije vrijednosti x;, x, € X istinita tvrdnja:
(1 < x) = (F(x) 2 (%)),

kazemo da je funkcija 7 monotono padajucéa (ili krace
padajuca).

To znaci da povecanje vrijednosti nezavisne varijable povlaci
nepovecanje vrijednosti funkcije (tj. vrijednost funkcije £ se
ili ne mijenja ili smanjuje).

Ako u gornjoj implikaciji umjesto > vrijedi stroga

nejednakost >, tj. ako je za svake dvije vrijednosti
Xy, X, € X istinita tvrdnja:

(1 < x) = (F(x) > 1(x)),
kazemo da je funkcija fstrogo padajuca.

To znaci da povecanje vrijednosti nezavisne varijable povlaci
smanjenje vrijednosti funkcije.
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4.1.10. MONOTONE FUNKCIJE

Strogo rastuce 1 strogo padajuce funkcije
nazivamo strogo monotone funkcije.

Iz te definicije strogo izravno slijedi:

Tvrdnja: Svaka strogo monotona funkcija je
injekcija.

Obratna tvrdnja nije tocna. Protuprimjer je
funkcija 7: R — R definirana s

x, ako je x € QQ,

A {—x, ako je x e R\ Q.
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1.1.11. (NE)PARNE FUNKCIJE

Neka je f: X — Y.

Ako su za svaki x € X Istovremeno istinite
tvrdnje:

l.) —xe X

2.) f—x) = fx),

kazemo da je funkcija fparna.

Ako jednakost 2.) zamijenimo jednakoséu
2\) f—x) = —fx),

kazemo da je funkcija neparna.
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1.1.11. (NE)PARNE FUNKCIJE

Iz definicije parne funkcije slijedi da nijedna parna
funkcija nije injekcija.

Za neparne funkcije je moguée da budu injekcije (npr.
f{x) = x) i da ne budu injekcije (npr. {x) = sin x).
(Ne)parnost funkcije moze se “ocitati” iz njezina grafa.

Graf parne funkcije je osno simetrican s obzirom na os
ordinata.

Graf neparne funkcije je centralno simetrican s obzirom
na ishodiste pravokutnoga koordinatnoga sustava u
ravnini.

(Ne)parnost funkcije najlakse je provjeravati izravno iz
odgovarajuce definicije toga svojstva funkcije.
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4.1.12. PRIMJER 2.

* a) Funkcija /: R — R definirana pravilom £ (x) =
= x° je strogo padajuca na intervalu (—oo, 0), a
strogo rastuca na intervalu (0, +oco). Ta funkcija
je parna i omedena odozdo (npr. uzmimo m = 0).

. b) Funkcija /: R — R definirana pravilom #fx) =
— X’ je strogo rastuca i nije omedena ni odozdo ni
odozgo Ta funkcija je neparna bijekcija ¢iji je
inverz f'(x)=3x.

. ) Funkcija /: R — R definirana pravilom Ax) =

—|x] je strogo rastuca na intervalu (—oo, 0
strogo padajuca na intervalu (0, +oc). Ta funkcua
je parna i omedena odozgo (npr uzmimo m = 0).
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4.1.13. NAPOMENA

Neka je n € N. Promatramo funkciju f : |:0,-I-OO> — R

defniranu pravilom f(x)= Ux .

! je bijekcija ako i samo ako je n neparan prirodan broj.
To znaci da ako su n neparan prirodan broj i a € R,

onda jednadzba
x"=a
ima jedinstveno realno rjesenje x = % .
Ako su n paran prirodan broj i a € R, onda jednadzba
n
X =d

ili nema nijedno realno rjesenje (npr. za n =21 a = -1)
ili ima tocno dva realna rjesenja (npr. za n=21ia=1).
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4.1.14. PREBROJIVI I NEPREBROJIVI SKUPOVI

Osnovni ,motiv”’ za uvodenje pojma bijekcije nije definiranje
inverza  osnovnih  elementarnih  funkcija, nego prebrajanje
(bes)konacnih skupova.

Za bilo koja dva skupa, kao i za kompleksne brojeve, mozemo reci
(samo) jesu li medusobno jednaki ili medusobno razli¢iti. U
posebnim slucajevima mozemo govoriti i o podskupovima.

Koristec¢i bijekcije, bilo koja dva skupa mozemo usporedivati i
prema broju elemenata.

Kazemo da su skupovi A i B jednakobrojni ili ekvipotentni ako
postoji (barem jedna) bijekcija f: A — B.
Moze se pokazati da se u slucaju konacnih skupova ta definicija

podudara s uobicajenom definicijom jednakobrojnosti konacnih
skupova (imaju jednako mnogo elemenata).
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4.1.14. PREBROJIVI I NEPREBROJIVI SKUPOVI
Neka je A beskonacan skup.

Kazemo da je skup A prebrojiv ili prebrojivo beskonacan ako postoji
bijekcija f: N— A.

To zapravo znacCi da sve elemente skupa A mozemo poredati u
beskonacan niz.

Moze se pokazati da su skupovi Z, Q 1 svi njihovi beskonacni
podskupovi prebrojivi skupovi.

Skup iracionalnih brojeva, skup R i skup C nisu prebrojivi skupovi.
Takve skupove nazivamo neprebrojivi ili neprebrojivo beskonacni
skupovi.

Preciznije, skup A je neprebrojiv ili neprebrojivo beskonacan ako
postoji bijekcija f: R — A.

Svi standardni oblici intervala su neprebrojivi skupovi.

Sve elemente takvih skupova ne mozemo poredati u beskonacan niz.
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4.1.15. PRIMJER 3.

* a) Neka je P skup svih parnih prirodnih
brojeva. P je prebrojiv skup jer je funkcija
f N>P, f(n)=2-n
* bijekcija.
* b) Interval (0,449 neprebrojiv skup jer je npr.
funkcija

g:R—(0,+0), g(r)=2'

* bijekcija.
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