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Elektrotehnicki odjel

1. Neka je f =L Lacionalna funkcija, pri ¢emu su m:=st(p), n:=st(g). Nadite nuzan i
q

dovoljan uvjet da graf funkcije fima:

a) vodoravnu asimptotu;
b) kosu asimptotu (razli¢itu od vodoravne).

Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
Rjesenje: Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da su

_ m m—1
p(x)=a, -x"+a, -x""..+a,,

qg(x)=b, - x"+b, - x""+..+b,.

Pritom su a,,,b, #0. Racunamo koeficijent smjera kose asimptote:

m?

-1 —n-1 —n—2 —n-1
k=lim fx) —lim a,-x"+a,  -xX""..+a, _lim a, X" +a, X" +a, x"
e\ x ) wom\ b XM 4b X 4By x ) b +b, ,-x"'+..+h-x"

Ova granic¢na vrijednost postoji ako i samo ako je m—n—1<0 jer su u tom slucaju
svi eksponenti u brojniku i nazivniku strogo negativni, pa kad x— oo, pripadni
clanovi teze ka nuli. Navedena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti m<n+1 i
ta je nejednakost trazeni uvjet.

Dobiveni uvjet mozemo razdvojiti na tri disjunktna podslucaja: m<n, m=ni

m=n+1.Pogledajmo sto se dobije u svakom pojedinom podslucaju.

1. sluéaj (m < n): U ovome je slucaju f prava racionalna funkcija. Bez potrebe
racunanja koeficijenta smjera kose asimptote prema gornjoj formuli dobijemo:

m m—1 m-n m—n—1 —n
. . (a, x"+a, -x"..+a, . la, x" " +a, - x" T . +a, X
lim f(x) =lim| —2 el ¢ |=lim| el - =0
xm3eo e\ b x"+b X" +..+hy ) o b+b -x +..+b-x

jer su svi eksponenti strogo manji od nule, pa kad x — o, pripadni ¢lanovi teze ka
nuli. Dakle, graf svake prave racionalne funkcije ima vodoravnu asimptotu y =0 (os

apscisa).

2. sluéaj (m = n): U ovome sluc¢aju imamo nepravu racionalnu funkciju kojoj je
stupanj brojnika jednak stupnju nazivnika. U ovom slucaju dobijemo:

) ) a -x"+a_ -x"".+a ) a+a  -x"'.+a,-x" a
hmf(x):hm n . n—1 — 0 =lim n n—1 — 0 — —_n
X o\ b -X"+b X" 4.4+, ) ==\ b +b X +..4+D,x b,

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 1



@ : Matematika 1 4.10.
(preddiplomski strucni Asimptote
. 'l-‘rju;nlnl.m..u.(‘.uu;m.rsqnn.lr:ugr: Studu elektrotehnike) - Zadaci

Elektrotehnicki odjel

pa u ovom slucaju graf funkcije f ima vodoravnu asimptotu y=Z—”. Zbog

n

pretpostavke a, #0, ta je asimptota pravac usporedan s osi apscisa (i razli¢it od te

osi).
3. slucaj (m = n+ 1): U ovome slucaju vrijedi:

+1 -
a.-x"+a -x".+a, _ Gy Xta, +ta X "
b -x'+b_ -x'""..+b, b +b_ -x"'..+b-x"

J(x)=

pa slijedi:

B ~1 —n—1
i SO | G XHG et X (G G, X ety X 4,
k:hm :h nt n — :hm nt n — = _nt ,
X ==\ b x+b,_ +..+thy - x oo b

-1
b+b ,-x +..+b-x .,

b+b -x'.+b-x" b )

n

l:hm(f(x)_kx) :hm[anﬂ 'x+an +"+a0'x _an_H .xj_

o a _ -
a. -x+a +.+a,-x"— ZZH -)c-(bn+bn_1 X by x ")
=lim n =
x>0 b +b_,-x " ..+by-x"
[a _ an+l : bn—l j_l_ +a0 . x_” a — an+l : bn—l
= | —— el
:hm bﬂ — bn — an 'bn _an+l 'bn—l
-1 —n 2 :
x=el b +b X ..+b,-x b, b,

Prema pretpostavci su a,=a,, #0, b, #0,pa u ovom slucaju graf funkcije fima

n+l

obostranu kosu asimptotu (koja nije vodoravna).
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2. Odredite sve asimptote na sljedec¢e ravninske krivulje:

1
a)y=x+—-:
x—1

Rjesenje: Funkcija f(x)=x+ ima pol x=1, pa je uspravna asimptota na

njezin graf pravac p...x=1. Racunamo koeficijente lijeve kose asimptote:

xX——00 X X——o0 X X—>—o0

1
X+
klzlim(f(x)jzlim ~ x| g | 14— |=140=1;
x-(x—1)

x—1 x| X —

[ =1lim (f(x)—k -x)= lim (x+L—1~xj= lim (szo.

Primijetimo da isti racun vrijedi i kad x — 4e0. Zbog toga zadana krivulja ima dvije

asimptote: p,..x=lip,..y=x.

b)y="

eX
Rjesenje. Uocimo da je prirodna domena funkcije f(x)=ix skup R i da je f
e

neprekidna na R, pa zato zadana krivulja nema uspravnu asimptotu. Rac¢unamo

koeficijente lijeve kose asimptote:

k, = lim(f(x)jz lim( xxj: lim (ixj:m.
X—>—00 X x—o—e | x.@ x—>—eo | @

Dakle, zadana krivulja nema lijevu kosu asimptotu. No, isti zaklju¢ak ne vrijedi za

desnu kosu asimptotu:

ky = lim (Mj = lim (Lj = lim (iJ =0;
¥t X x>t X . e x>+ | o

L = lim (£ (x)=k,-x) = lim (%—O«sz 1im%={i°°}= lim (iszo.

X—>+oo e X—>+oo e

Prema tome, desna kosa (zapravo, horizontalna) asimptota je pravac y =0, tj. os

apscisa.
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In
Rjesenje. Prirodna domena funkcije f (x)=—x je skup <O,+00>. Zbog toga najprije
X

)= tm()
— =lim| — |=+oo,
0 x—0+\ x

pa zakljucujemo da je pravac x=0(os ordinata) uspravna asimptota zadane

ra¢unamo:

lim f(x) = lim (ln_xj

x—0+ x—0+ X

krivulje. Nadalje, racunamo iskljuc¢ivo koeficijente desne kose asimptote jer za
negativne vrijednosti varijable x funkcija / nije definirana:

Inx

k, = lim (f(X)j: lim | 2 |= lim (ln—;):{ﬁ}= lim( 1 2)=O;
X—>+o0 X X—>+oo X x| x +oco x40\ D x

L, = lim (f(x)—k, -x) = lim [ln—x—o-xj = lim (ln_xj: {i”} = lim (ljzo.
X—>+oo X—>+o0 X X—>+o0 X +oo X—>+o0 X

Zakljucujemo da zadana krivulja ima dvije asimptote: uspravnu asimptotu x=0 i

desnu horizontalnu asimptotuy=0 (os apscisa).
d) y=x-2-arctg x;
Rjesenje: Uo¢imo da je prirodna domena funkcije f(x)=x—-2-arctgx skup R i da je £

neprekidna na R. Zbog toga zadana krivulja nema uspravnu asimptotu. Ra¢unamo

koeficijente lijeve kose asimptote:

k= hm(@j= hm(mj:{j}: lim(l— 2 2j=1—0=1,
X—>—00 X X—>—00 X —00 X—>—00 1+x

I, =lim (f (x)—k, - x) = lim (x—2- arctg x—x) = lim (-2- arctg x) =(-2)- lim arctgx:(—Z){—zj:ﬂ.

2
Uocimo da kad x — +eo dobijemo k, =k, =1, dok je
L, :}El(f(x)_kl - x) :Xlilg(x—larctg x—x) :Xliglw(—larctg X) :(—2)-X]iglwarctgx:(—2)-§:—7a
Zbog toga zadana krivulja ima dvije asimptote: lijevu kosu asimptotu p,...y=x+7x

i desnu kosu asimptotu p,...y=x-7.
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e)y=x-Inx.

Rjesenje. Prirodna domena funkcije f(x)=x-Inx je <O,+00>. Zbog toga ima smisla

ispitati postoji li uspravna, odnosno desna kosa asimptota. Ra¢unamo:

1
L:Imnfuj:hnuxlnm:{O(—mﬁzlml12{ == :hm,—g— =lim(—x)=0
x—0+ x—0+ x—0+ l +o0 x—0+ i x—0+ )
X X 2

Zbog toga ne postoji uspravna asimptota.

Nadalje, primijetimo da vrijedi:

k = lim (&j = lim (In x) = +oo,
X—>+o0 X X—>+o0

pa ne postoji ni desna kosa asimptota.

Dakle, zadana krivulja nema nijednu asimptotu.

x+b

3. Krivulja y=a

p ima uspravnu asimptotu x=1, vodoravnu asimptotu y=2 i
c-x+

sijec¢e os ordinata u tocki s ordinatom —1. Odredite jednadzbu te krivulje.

Rjesenje: Primijetimo najprije da mora biti ¢#0 jer je u suprotnom y pravac koji
nema nijednu asimptotu. Iz zadanih podataka dobivamo sljede¢i sustav triju

linearnih jednadzbi s ¢etiri nepoznanice:

C-1+d:0, C+d:0, a=2-c
g:2, Ssa=2-¢, ©<b=c,
- b=-d d=—c.
b
=,
d
Zbog toga je:
:a-x+b:2-c-x+c:c-(2-x+1):(Zbogcio):Z-x+l.
c-x+d c-x—c c-(x—1) x—1
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