@ : Matematika 1 4.11. Tangenta i normala

(preddiplomski struc¢ni na ravninsku krivulju

*rorememmonaee | studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

1. (2. kolokvij, ak. god. 2019./2020.) Na slici 1. prikazani su graf funkcije 7 tangenta
¢ povucCena na taj graf u tocki C'i normala n povucena na taj graf u tocki A.

F'S ¥

~.\B y=5)

Slika 1.

Ako povrsina trokuta ABC iznosi 0.75 kv. jed., odredite f'(0)+f'(1). Sve svoje

tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje: 1z slike 1. o¢itamo koordinate tocaka A i C*

A=(1,0), C=(0,-1).
Zbog toga jednadzba tangente ¢ u segmentnom obliku glasi:

t... f+l=1

1 -1
pa ta jednadzba zapisana u eksplicitnom obliku glasi:

y=x—1.
Odatle oc¢itamo koeficijent smjera tangente ¢

k =1.

t

S druge je strane taj koeficijent jednak vrijednosti prve derivacije funkcije £u tocki
x=0. To znaci da je f (0)=1.
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Elektrotehnicki odjel

Povréina trokuta ABC jednaka je polovici umnoska duljine stranice BC i duljine
visine povucene na tu stranicu. Duljina uocene visine jednaka je udaljenosti tocke A
od ishodista pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini. Ta je duljina jednaka
apscisi totke A, tj. 1. Duljina stranice BC jednaka je zbroju ordinate tocke B i
apsolutne vrijednosti ordinate tocke C. Oznac¢imo li s y, ordinatu tocke 5,

dobivamo jednadzbu:

OL;)’lzojs,

Njezinim rjesavanjem lagano dobijemo y, =0.5. Dakle, B=(0,0.5).

Jednadzba normale n zapisana u segmentnom obliku glasi:

pa ta jednadzba zapisana u eksplicitnom obliku glasi:
y=(-0.5)-x+0.5.
Odatle oc¢itamo koeficijent smjera normale z:

k, =-0.5.

n

S druge je strane taj koeficijent jednak suprotnoj i reciproc¢noj vrijednosti prve
derivacije funkcije fu tocki x=1.Tako iz jednadzbe

L -0.5

£
slijedi f (1) =2.
Prema tome, rjesenje zadatka je:

F O+ f1=1+2=3.
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2. U sjecistu krivulje K...y=x’+2-x>—x—2 sa strogo pozitivnim dijelom osi apscisa
povucena je tangenta ¢ na krivulju A. Odredite jednadzbe tangenata povucenih u

svim ostalim sjecistima pravca ¢i krivulje A"

Rjesenje: Rastavimo izraz koji zadaje krivulju A na faktore:
A2 x7—x=-2=x"(x+2)—(x+2)=(x+2)- (x* =D =(x+2)-(x+1)- (x=1).

Odavde ,oc¢itamo®“ da su sjecista krivulje A s osi apscisa tocke (=2,0), (=1,0)i (1,0).
Od te tri tocke jedino tocka T =(1,0) pripada strogo pozitivhom dijelu osi apscisa.

Zbog toga je t tangenta povucena na krivulju A upravo u toj tocki.
Jednadzbu tangente ¢ odredimo standardnim postupkom. Imamo redom:

y' =3.x"+4-x—1,
k=y1)=31+4-1-1=6,
t.. y=6-(x-1)e= y=6-x—6.

Odredimo sva sjecista tangente ¢ i krivulje A. U tu svrhu rijesimo sustav dviju
jednadzbi s dvije nepoznanice:

y=x+2-x*—x-2
y=6-x—06

Lijeve strane tih jednadzbi su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Tako
dobivamo:

X 4+2-x—x-2=6-x—6,
(x+2)-(x+1D)-(x=1)=6-(x-1),
(x=1-((x+2)-(x+1)=6)=0,
(x=1)-(x*+3-x—4)=0,

x=x,=1 x=-4

Dakle, osim u tocki (1, 0), tangenta ¢ sijece krivulju A u tocki T, s apscisom —4.
Preostaje napisati jednadzbu tangente f povucene na krivulju A u tocki

T, =(—4, r ) . Imamo redom:

yTl :6'(_4)_6:_24—6:—30,
k =y (=) =3-(—4)" +4-(-4)-1=31,
. y=31-(x—(-4))+(-30) & y=31-x+94.
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POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 1

(preddiplomski strucni
studij elektrotehnike)

4.11. Tangenta i normala
na ravninsku krivulju
- zadaci

3. U tocki krivuljey = Jx Cija je apscisa 4 povucene su tangenta i normala na krivulju.

[zrac¢unajte povrsinu lika kojega te krivulje zatvaraju s objema koordinatnim osima.

Rjesenje: Diraliste tangente, odnosno sjeciste normale i krivulje je tocka T =(4,2).

Derivacija funkcije f(x)= Jx utocki c=4 jednaka je:

' 1 1
4y=——=—.
f==

Zbog toga je jednadzba tangente povucene na zadanu krivulju u tocki 7
1
t..y=—-x+1,
'

dok je jednadzba pripadne normale

n.y=—4-x+18.

Sjeciste tangente s osi ordinata je tocka 7. =

(0, 1), a s osi apscisa tocka

L . L y 9 q e ..
T, =(-4,0). Sjeciste normale s osi apscisa je tocka T, :(E,Oj. Lik ¢iju povrsinu
trazimo je cetverokut O7,7'T,. (vidjeti sliku 2.)

F
¥

7 i
11

Slika 2.

Trazenu povrsinu najlakse odredimo tako da od povrsine trokuta ¢iji su vrhovi 7;,

T, i T oduzmemo povrsinu trokuta ¢iji su vrhovi 7,, O1i T,. Tako odmah dobivamo:

(‘”3)'2 4.1 13
p=~— =/ 265k jed.
2 2
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4. Zadana je krivulja K..y=x"+x+a, pri ¢emu je ae R konstanta. U sjecistu te

krivulje s osi ordinata povucena je normala n Odredite vrijednost a za koju je
povrsina trokuta kojega normala n zatvara s objema koordinatnim osima jednaka 2
kv. jed.

Rjesenje: Odredimo najprije sjeciste krivulje A'i osi ordinata. Dobijemo ga tako da
u jednadzbu krivulje A uvrstimo x = 0. Lako izracunamo S =(0, a).

Odredimo koeficijent smjera normale. Derivirajmo izraz koji zadaje krivulju A
Dobivamo:

y =3-x>+1.

Odatle je

-1 -1 -1
kn: . = > = > :—1'
y@©O \3-x"+1)_, 3-0°+1

Prema tome, jednadzba normale u eksplicitnom obliku glasi: n.. y=—x+a. Ta

jednadzba zapisana u segmentnom obliku glasi: Ry

a a

Normala n s objema koordinatnim osima zatvara jednakokracan pravokutan trokut
¢ije su katete duge |a| jedinica duljine. Povrsina toga trokuta je:

P=%-|a|2 = (zbog |a|2 =a’, Vae R)z%-a2 kv. jed.

Tako iz jednadzbe %-az =2 slijedi a® =4, odnosno ae{-2,2}.
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X=t-cost 3

, pri cemu je te [—%75 575} U tocki krivulje

5. Zadana je krivulja K{ .
y=t-sint

odredenoj parametrom ¢=x povucene su tangenta i normala na krivulju.
Izracunajte povrsinu trokuta kojega ti pravci zatvaraju s osi ordinata.

Rjesenje: Tocka odredena parametrom r=7x je:
T=(r-cosx,w-sinxt)=(x-(-1),7-0)=(-x,0).
Derivacija pripadne parametarski zadane funkcije u toj tocki jednaka je

. (t-sint) _ 1-sint+t-cost _ sint+t-cost

(t-cost) 1l-cost+t-(—sint) cost—t-sint

b

(y') _sinn’+n’-cosn’_0+n’-(—1)_”
t=r  cosx—rm-sinx —1-7x-0

pa je jednadzba tangente povucene na zadanu krivulju u tocki 7
t.y=nm-(x—(-7)) S y=7m-x+71".

Jednadzba normale povucene na zadanu krivulju u istoj tocki je:
1 1
n.y=|—|x—-(n)ey=—x—1.
w T

Tangenta ¢ sijece os ordinata u tocki T, :(O,ﬂ'z), dok normala n sijece istu os u

tocki T, = (0,—1) (vidjeti sliku 3.) Zbog toga je trazena povrsina jednaka

T+

P=—(7"+1)- 7=

~17.07393 kv. jed.

N |~

0
A T4

T

Slika 3.
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6. U tocki krivulje K...x’+y*+2-x—6=0 ¢ija je ordinata 3 povucene su tangenta i
normala na krivulju. Izracunajte povrsinu trokuta kojega ti pravci zatvaraju s osi

apscisa.
Rjesenje. Apscisu navedene tocke dobijemo iz jednadzbe
X +3+2:x-6=0
odnosno iz jednadzbe
X +2-x+3=0.

Jedino realno rjesenje ove jednadzbe je x = —1. Prema tome, diraliSte tangente,
odnosno sjeciste normale i krivulje je tocka T =(—1,3).

Odredimo jednadzbu tangente i normale povucenih na zadanu krivulju u tocki 7" U
tu svrhu najprije odredimo derivaciju implicitno zadane funkcije x> +y*+2-x—6=0

u tocki 77 Imamo redom:

3.x7+2:y-y +2-0=0= (uvrstimox=—1, y=3)=3-(-1)>+2-3-y +2=0

<:>3+6-y'+2:0<:>6-y':—5:>yvz?.

Dakle, koeficijent smjera tangente je jednak k, =—%, a koeficijent smjera normale
1 1 6 . y .
k”:_F:__Szg' Prema tome, jednadzba tangente zapisana u segmentnom
t —_
6

obliku glasi:

5 5 5 5 13
t..y= 6(x ))+3= y= 6x 6+3<:>y— 6x+6<:>
<:>§-x+y=2<:>i+l=1

6T e T BT
5 6

Jednadzba normale zapisana u segmentnom obliku glasi:

6 6 6 6 21
n...y—s(x ( 1)+3<:>y—5x+5+3<:>y—5x+5<:>
<:>_—6 x+y=2<:>i+ Y —1

5 5 -7 21
2 5
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Matematika 1

(preddiplomski strucni
studij elektrotehnike)

TEHMCHKO VELEUCILISTE U ZAGRES
POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

4.11. Tangenta i normala
na ravninsku krivulju
- zadaci

1 7
Ti pravci sijeku os apscisa redom u tockama 7, = (?,0) iT, :(_E’Oj (vidjeti sliku

4).

Slika 4.

Tako dobijemo da je trazena povrsina jednaka

p:l.(ﬁﬂj.g:m
20

25 2
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7. U sjecistima krivulje K... In(x-y+1)+x—y—1=0 s koordinatnim osima povucene su

tangente na krivulju A. Izracunajte povrsinu lika kojega te tangente zatvaraju s

objema koordinatnim osima.

Rjesenje: Odredimo najprije sjecista krivulje A s koordinatnim osima. Uvrstimo li
x=0 u jednadzbu krivulje & dobit ¢emo:

In0-y+1)+0-y-1=0=hl-y-1=0=0-y-1=0-y-1=0 y=—1,
pa je sjeciste krivulje A’s osi ordinata tocka S, =(0,-1).
Analogno, uvrstimo li y =0 u jednadzbu krivulje A, dobit ¢emo:
In(x-0+)+x-0-1=0=hnl+x-1=0=x-1=0 x =1,
pa je sjeciste krivulje A's osi apscisa tocka S, =(1,0).

Deriviranjem izraza koji zadaje krivulju A kao implicitno zadane funkcije dobijemo:

: : +x-y :
-(1-y+x-y)+1—y :0<:>u+l—y =0.
x-y+1 x-y+1

Uvrstimo li taj izraz x=01 y=-1, dobit ¢emo:

1-(—1)+0-y'Jr
0-(=1)+1

-y =0e=-1+1-y =0y =0.
Zbog toga jednadzba tangente povucene na krivulju A u tocki S, glasi:
t..y=0-(x-0)-1 y=-1.

Analogno, uvrstimo li x=1i y=0 u izraz za y , dobit ¢emo:

0+1-y

+1-y =0y +1-y =0=1=0,
Lo+l ” yrimy

sto je kontradikcija. Zbog toga zakljucujemo da je tangenta povucena na krivulju A
u tocki §, usporedna s osi ordinata, pa njezina jednadzba glasi: ¢,... x=1.

Dobivene pravce ucrtamo u pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Dobivamo
sliku 5. Lako se vidi da je ti pravci s objema koordinatnim osima zatvaraju kvadrat
¢ija je stranica a=1 jed. duljine. Zbog toga je trazena povrsina jednaka:

P=a’=1 kv. jed.
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