@ , Matematika 1 4.16. Derivacije viSega reda.

(preddiplomski struc¢ni Diferencijal funkcije

" POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE btudu elektrotehnike) — Zadaci

Elektrotehnicki odjel

Za svaki ne N odredite r-tu derivaciju funkcije:
1. f(x)=x", meN.
Rjesenje: Ocito su:
fO=m-x"", f()=m-(m=-1)-x"7 itd.
Razlikujemo dva slucaja:
I. m=2n.

U ovom sluc¢aju smanjivanjem za 1 prilikom svakoga od ukupno n deriviranja

eksponent uz x ostaje prirodan broj. Zbog toga je:
%) =m-..-(m—n+1)-x"".
II. 1<m<n.
Derivirajuéi funkciju fukupno m—1 puta dobivamo:
f"Yx)y=m-....2-x.

To je polinom 1. stupnja u varijabli x jer je m-...-2 konstanta. Sljedeca (mr-ta)
derivacija jednaka je f"(x)=A = const., pa svakim daljnjim deriviranjem (jo$
ukupno n—m puta) te konstante kao rezultat dobivamo nulu. Zbog toga je u
ovom slu¢aju £ (x)=0.

Zakljuc¢imo:
. (m—k+1)-x"", zam=>nm;
[ )= Q
0,zam<n.
1
2. f(x)=—.
X

Rjesenje: Ocito su:
FO=EDx2 f () =(=D-(=2) x7, itd.

Primijetimo da je predznak neparne derivacije uvijek negativan, a parne uvijek
pozitivan. Zbog toga se u zapisu pravila funkcije £ mora pojaviti ¢lan (=1)" ¢ija

je vrijednost (-1) kad je m neparan broj, a 1 kad je m paran broj. Nadalje,
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zanemarimo li predznake faktora koji tvore koeficijent uz potenciju od x vidimo da
se u drugoj derivaciji pojavljuje umnozak 1-2, u tre¢oj umnozak 1-2-3, u cetvrtoj
1-2-3-4 itd. Zaklju¢ujemo da je

(=1)" - n!

n+l

X

FOx) = (=" emx " =

3. f(x)=e"".
Rjesenje: Ocito su
f()=a-e™, f (x)=d-e" itd.
Indukcijom se lako pokaze:
FO) ="
4. f(x)=Inux

v 1 T o
Rjesenje: Ocito je f (x)=—, pa primijenimo rezultat 2. zadatka, pri ¢emu na
X

desnoj strani jednakosti umjesto n pisemo n—1 (jer ovdje ,kasnimo“ s jednom

derivacijom). Dobivamo:

(=D)""-(n-1)!
x" '

700 =

5. f(x)=sinx.

Rjesenje:  Oc¢ito  su  f(x)=cosx, f (x)=—sinx, f (x)=—cosx, ¥ (x)=sinx.

Primjenom formula redukcije induktivno zaklju¢ujemo da vrijedi jednakost:
. T
f(”)(x):s1n(x+n-5j .

6. f(x)=cosux.

Rjesenje.  OGito  su  f (x)=—sinx, f (x)=—cosx, f (x)=sinx, fV(x)=cosx.

Primjenom formula redukcije induktivno zaklju¢ujemo da vrijedi jednakost:

(Y — N
f (x)—cos(x+n 2).
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7. Koristeéi odgovarajuci diferencijal priblizno izracunajte ~/16.1 i ocijenite relativnu

pogresku aproksimacije. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
Rjesenje: Neka je y =x . Prema definiciji diferencijala je tada:

dx
2x

U nasem su slucaju x=16 i dxr=Ax=0.1, pa je diferencijal funkcije y u tocki
x=16 jednak:

Ay=dy=y -dx=

Ay(16) =—— =—— ==~ =0.0125.

0.1
2416 2-

0.1 0.1
8
Zbog toga je

J16.1 = y(16)+ Ay(16) = /16 +0.0125 = 4+0.0125 = 4.0125.

Napomena: Tocnija vrijednost je ~16.1=4.01248053. Relativna pogreska
aproksimacije priblizno je jednaka 4.85 - 10* %.

8. Tijelo mase 5 kg giba se brzinom 10 m/s s varijacijom od 0.5 m/s. Izra¢unajte
kineticku energiju tijela i ocijenite pripadnu varijaciju pogreske.
Rjesenje: Kineticku energiju tijela zapisimo kao funkciju varijable v:

2
nm-vy

E(v)=
Diferenciranjem ovoga izraza dobivamo:
AE(v)=dE(v) = E'(v)~dv=%-2~v-dv =m-v-dv.

Tako su kineticka energija tijela i pripadna varijacija pogreske redom jednaki:

5-10 5-100
2

E=

=250J, AE(10)=dE10)=15-10-0.5=%251].

2
Pripadna relativna pogreska izracuna kineticke energije jednaka je gs()lOO:lO%,

dok je relativna pogreska procjene brzine tijela jednaka (1)—'(?-100 =5%.
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9. a) Ako polumjer osnovke uspravnoga kruznoga valjka odredimo s relativnom
pogreskom od 1%, s kojom ¢emo relativnom pogreskom odrediti volumen valjka?

b) Rijesite prethodni podzadatak uz pretpostavku da je relativna pogreska mjerenja
visine valjka jednaka 1%.

Rjesenje: a) Volumen valjka shvatimo kao funkciju njegova polumjera, tj. zapisimo:
V(ry=r*-7-h.
Diferenciranjem ovoga izraza dobivamo:

AV(r)=dV(r)=V (r)-dr=2-r-z-h-dr,
e . . . N dr o
pa dijeljenjem ove jednakosti s Vi koristenjem pretpostavke — =1% slijedi:
r

AV (r) - 2-r2-7r-h-dr :2-2:2-1%:2%,
V(r) ro-m-h r

b) Sada volumen valjka shvatimo kao funkciju njegove visine, tj. zapisimo:
V(h)y=r"-7-h.
Diferenciranjem ovoga izraza dobivamo:

AV(h)=dV(h) =V (h)-dh=r-7-dh,
e . . . e dh e
pa dijeljenjem ove jednakosti s Vi koristenjem pretpostavke 7= 1% slijedi:

AV(h) r*-z-dh dh
~ =—=1%.
V(hy rxh  h

10. Procijenite promjenu jakosti struje koja tece elektricnim vodi¢em pri stalnom
naponu, stalnoj temperaturi i relativno maloj promjeni otpora toga vodica.

Rjesenje: Jakost struje shvatimo kao funkciju otpora £, tj. zapisimo:

U
I(R)=—.
(R) R
Diferenciranjem ovoga izraza dobijemo:
' U IR 1
AlI(R)y=dI(R)=1(R)-dR=——-dR=— -dR=——-dR.
(R)=dI(R)=1(R) e e R
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