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1. Za svaki ne N odredite n-tu derivaciju sljedeé¢ih realnih funkcija:

a)f(x)=x", me N;
b) f(x) =

X
) f(x)=e""";
d)f(x)= chux;
e) f(x)= shx;
f)f(x)=Inx;

g) f(x)=sinx;
h) f(x)=cos x;
i) f(x)=sin’ x;

j) f(x)=cos” x.

2. Koristeéi Leibnizovu formulu i rezultat zadatka 1., za svaki ne N odredite n-tu

derivaciju sljedeéih realnih funkcija:
a)f(x)=e¢"-sinux;
b) f(x) =——;
e
¢) f(x)=e>*-In(2-x).

COS X

3. Izracunajte Ay i dy funkcije f(x)=2019-x*+2018 za x=1 i prirast Ax=0.01.

Objasnite znacenje izracunanih vrijednosti.

4. Odredite diferencijale sljede¢ih realnih funkcija za bilo koje vrijednosti varijable x i
prirasta Ax:

a)y=x-3-x"+3-x;
b)y:sinzx;

¢) y=v1+x’;
d) y = arcsin (lj
X
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Elektrotehniéki odjel

Rezultati zadataka

1. a) Ocito su f (x)=m-x"", f (x)=m-(m—1)-x"" itd. Induktivno nasluéujemo da za svaki

ne N vrijedi jednakost f™ (x)=m-...-(m—n+1)-x"". Dokazimo je.
Razlikujemo dva slucaja:
I m=n

U ovom je slucaju gornja jednakost ispravna jer je eksponent uz z prirodan broj i svaki

od brojeva koji tvore umnozak m - .. - (m —n + 1) je strogo pozitivan.
II. 1€m<n

Derivirajuéi funkciju f ukupno m—1 puta dobivamo f" " (x)=m-...-2-x, a to je izraz
oblika A-x, gdje je A neka realna (u ovom slucaju ¢ak strogo pozitivna cjelobrojna)
konstanta. Sljedeéa (m-ta) derivacija jednaka je f"(x)=A = const., pa svakim
daljnjim deriviranjem (jo§ ukupno n—m puta) kao rezultat dobivamo nulu. Zbog toga
je u ovom slucaju £ (x)=0.

Zakljuc¢imo:

o <) L1k D zam

0,zam<n

b) Ocito su f (x)=(=1)-x72,f (x)=(=1)-(-2)-x7,itd. Primijetimo da je predznak neparne
derivacije uvijek negativan, a parne uvijek pozitivan. Zbog toga se u zapisu pravila
funkcije £ mora pojaviti ¢lan (=1)" &ja je vrijednost (-1) kad je n neparan broj, a

1 kad je n paran broj.

Nadalje, zanemarimo li predznake faktora koji tvore koeficijent uz potenciju od z vidimo
da se u drugoj derivaciji pojavljuje umnozak 1-2, u tre¢oj umnozak 1-2-3, u cetvrtoj
1-2-3-4 itd. Zakljucujemo da je

(=1)" - n!
n+l :

X

FP)==D" 1 on-x " =
c) Oc¢ito su f |(x) =a-e"", f ' (x)=a”* e itd. Indukcijom se lako pokaze:
f(n) (x) — an . ea-x+b )
d) Ocito su f'(x) =shx, f"(x) =chx itd., pa lako zakljucujemo da je:

sh x, za neparne n;

f(")(x)={

ch x, za parne n.
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e) Ocito su f'(x) =chux, f" (x)=shx itd., pa lako zaklju¢ujemo da je:

£ ()= {ch X, Za neparne r;

sh x, za parne n.

o 1 o . . .
f) Ocito je f (x)=—, pa primijenimo rezultat b) podzadatka, pri emu na desnoj strani
X

jednakosti umjesto n piSemo n—1 (jer ovdje ,kasnimo* s jednom derivacijom).
Dobivamo:

f(n)(x) — (_l)nil ) (7’[-1)‘ )

g) Ocito su f'(x) =CoSs X, f" (x)=—sinx, fm (x)=—cosx, fV (x)=sinx. Primjenom formula

redukcije induktivno zakljuc¢ujemo da vrijedi jednakost:
M (x)= sin(x+n %] .

h) Ocito su f‘(x) =—sinx, f"(x) =—COS X, fm(x) =sinx, fV(x)=cosx. Primjenom formula

redukcije induktivno zakljuc¢ujemo da vrijedi jednakost:

f(’”(x)=cos(x+n-§j.

i) Primjenom formule za kut dvostrukoga argumenta dobivamo f (x)=%-[1+cos(2-x)].

Koristedi rjesenje prethodnoga podzadatka lagano dobijemo:

£ (=2 -cos(z-x+n-§j

j) Primjenom formule za kut dvostrukoga argumenta dobivamo f (x)=%-[1—cos(2-x)].

Koristedi rjesenje b) podzadatka lagano dobijemo:
) =-2"" ~cos(2~x+n-§j.

2. a) U ovome su slucéaju f(x)=e", f,(x)=sinx, pa za svaki ke N vrijede jednakosti:

P x)=e" i fz(k)(x)=sin(x+k-§j. Uvrstavanjem u Leibnizovu formulu dobijemo:
(n) (N r . T PR . T
= cet-sinf x+k-— |=e"- ssin| x+k-—|.
R R R HE O
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b) U ovome su slucaju f,(x)=e", f,(x)=cosx, pa za svaki ke N wvrijede jednakosti

[P =D e i £, =cos(x+k-%j. Uvrstavanjem u Leibnizovu formulu slijedi:

(f)(")(X)=Z " '(—l)ke_x-cos(x+k-£j=e_x'z " '(—l)kCOS[x"‘k'Z)
=\ k 2 =k 2
¢) U ovome su sludaju f,(x)=e>", f,(x)=In(2-x)=In2+Inx, pa za svaki ke N vrijede
(=D (k=D)!
x* .

jednakosti £ (x)=2"-e** i f£(x)= Uvr§tavanjem u Leibnizovu

formulu dobijemo:

(" @=e" {zln(z-x)i@ak E =D _l)’}eh .{2.1n(2~x)— L (—_ZJ }

oy X ,{=lk-(n—k)!. X
3. Prema definiciji je:
Ay = f(x+Ax)— f(x)=2019- (x+ Ax)* + 2018 — (2019 - x* +2018) = 4038 - x - Ax + (Ax)".
Zbog toga za x=1 1 Ax=0.01 dobivamo:
Ay =4038-1-0.01+(0.01)* =40.3801.

Dakle, kad se vrijednost nezavisne varijable poveéa s x=1 na x=1+0.01=1.01, vrijednost
funkcije f, tj. vrijednost zavisne varijable y poveéa se za 40.3801. (Prirast ordinate krivulje
y=2019-x> +2018 iznosi 40.3801.)

Nadalje, prema definiciji diferencijala funkcije vrijedidy = f (x)-Ax=4038 x-Ax ,pa za
x=11 Ax=0.01 dobivamo:

dy =4038-1-0.01=40.38

Dakle, kad se vrijednost nezavisne varijable poveéa s x=1 na x=1+0.01=1.01, linearni
dio prirasta zavisne varijable iznosi 40.38. (Prirast ordinate tangente povucene na krivulju
y=2018-x" +2017 u tocki T = (1, 4035) iznosi 40.38.)

4. a) Budué¢idaje y =3-x*—6-x+3, to je dy=(3-x" —6-x+3)-dx.
b) Bududi da je y =2-sinx-cosx=sin(2-x), to je dy=sin(2-x)-dx.

X

V1+x?

¢) Buduéidaje y =

,toje dy= -dx .

X
1+ 27

d) Bududi da je y =—

1 1
———— toje dyz[——)dx.
xx* =1 x-x*—1
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