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4.4.1. EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA

e Neka je a € (0, +00) \ {1} konstanta.

e Funkciju £: R — (0, +o00) definiranu formulom #Ax) = a* nazivamo
eksponencijalna funkcija. Broj a je baza, a varijabla x eksponent te
funkcije.

e Prirodna domena eksponencijalne funkcije je skup R. Za kodomenu
uzimamo skup (0, +o00) (tj. sliku funkcije ) kako bismo dobili bijekciju.

e Eksponencijalna funkcija nema nultocaka, ali njezin graf nuzno prolazi
tockom 7'= (0, 1).

e Za a > 1 eksponencijalna funkcija ima sljedeca svojstva:

e strogo rastuca bijekcija omedena odozdo, a nije ni parna ni neparna ni
periodicka.

e 7Za 0 < a < 1 eksponencijalna funkcija ima sljedec¢a svojstva:

e strogo padajuca bijekcija omedena odozdo, a nije ni parna ni neparna ni
periodicka

e Za a = e = 2.7182818.. (baza prirodnoga logaritma) dobivamo funkciju
f(x) = e~

e Grafovi nekih eksponencijalnih funkcija prikazani su na sljedecoj slici.
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4.4.2. GRAFOVI NEKIH
EKSPONENCIJALNIH FUNKCIJA

\ | ny,

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac



4.4.3. LOGARITAMSKA FUNKCIJA

U tocki 4.4.1. istakli smo da je svaka eksponencijalna funkcija bijekcija. Zbog toga svaka
eksponencijalna funkcija ima inverz. Taj inverz nazivamo Jlogaritamska funkcija.

Za a € (0, +00) \ {1} funkciju £: (0, +00) — R definiranu formulom #x) = log,x nazivamo
logaritamska funkcija.

Broj a je baza, a varijabla x logaritmand te funkcije.

Prirodna domena svake logaritamske funkcije gornjega oblika je skup (0, +oc). Kodomena i
slika te funkcije je skup R.

Logaritamska funkcija ima toc¢no jednu nultocku: x = 1. Zbog toga graf svake logaritamske
funkcije nuzno prolazi tockom 7'= (1, 0).

Za a > 1 logaritamska funkcija ima sljede¢a svojstva:

strogo rastuca bijekcija koja nije omedena ni odozdo ni odozgo, a nije ni parna ni neparna ni
periodicka

Za 0 < a < 1 logaritamska funkcija ima sljedec¢a svojstva:

strogo padajuca bijekcija koja nije omedena ni odozdo ni odozgo, a nije ni parna ni neparna
ni periodicka

Za a = 10 dobivamo funkciju Ax) = log x. Tu funkciju nazivamo funkcija dekadskoga
logarltma ili, krace, dekadski logaritam.

Za a = e = 2.7182818.. (baza prirodnoga logaritma) dobivamo funkciju # (x) = In x. Tu
funkciju nazivamo funkcija prirodnoga logaritma ili, krace, prirodni logaritam.

Grafovi nekih logaritamskih funkcija prikazani su na sljedecoj slici.
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4.4.4. GRAFOVI N
LOGARITAMSKIH FUNKCIJA
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4.4.5. HIPERBOLNE FUNKCIJE

Pomoc¢u eksponencijalne funkcije f{x) = e* definiraju se
tzv. hiperbolne funkcije koje su rjesenja mnogih problema
iz tehnike i gradevine (npr. problema proracuna
otpornosti nekoga materijala).

Prvi ih je definirao Vicenzo Ricatti, a kasnije nadopunio
Johann Heinrich Lambert.

Postoje cetiri osnovne hiperbolne funkcije:
sinus hiperbolni (oznaka: sh);

kosinus hiperbolni (oznaka: ch);

tangens hiperbolni (oznaka: th);
kotangens hiperbolni (oznaka: cth).
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4.4.5. HIPERBOLNE FUNKCIJE

e Sinus hiperbolni je neomedena strogo rastuca neparna
bijekcija ¢iji su prirodna domena i slika R. Njezina jedina
nultocka je x = 0. Definirana je pravilom:

et —e’
2

shx =

e Kosinus hiperbolni je odozdo omedena parna funkcija
koja je strogo rastucéa na intervalu (0, +oo), a strogo
padajuca na intervalu (—oo, 0). Njezina prirodna domena
je R, a slika [1, 4+00). Ona nije bijekcija, te nema realnih
nultocaka. Definirana je pravilom:

e +e”
2

chx =
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4.4.5. HIPERBOLNE FUNKCIJE

e Tangens hiperbolni je omedena strogo rastuc¢a neparna bijekcija cija
je prirodna domena R, a slika (-1, 1). Njezina jedina nultocka je x =
0. Definirana je pravilom:

e"—e " ... sh x
thx =——— ili thx=—-
e +e ch x

e Kotangens hiperbolni je neomedena neparna bijekcija koja je strogo
padajuca na svojoj prirodnoj domeni R \ {0}. Njezina slika je R \ |-
1, 1]. Nema realnih nultoc¢aka. Definirana je pravilom:

cthy=S "¢ ilicthy= ¥
e —e sh x

e Grafovi svih cetiriju hiperbolnih funkcija prikazani su na sljedecoj

slici. Graf funkcije ch vrlo cesto se naziva lancanica.
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4.4.6. GRAFOVI HIPERBOLNIH
FUNKCIJA
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4.4.7. OSNOVNI IDENTITETI VEZANI UZ
HIPERBOLNE FUNKCIJE

0.chx+shx=¢e".
1. ch’x —sh’x=1.
1

2.cthx=——.
th x

3.ch(2-x) =ch’x +sh’x,
4.sh(2-x)=2-shx-chx.

2-thx
5 th(2-x)= .
( ) 1+th’x
2
6. cth(Z-x):Cth x+1_
2-cthx

7.ch(x+y)=chx-chy+tshx-shy.
8.sh(x+ y)=shx-chy+tchx-shy.

+
9. thix £ 1) = thx+tthy
I+thx-thy
+ .
10, cth(x £ 1) = I+cthx cthy-
cthx +cthy
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4.4.8. AREA FUNKCIJE

e Sve hiperbolne funkcije, osim kosinusa hiperbolnog, su
bijekcije sa svoje domene na svoju sliku.

e Za kosinus hiperbolni najprije definiramo pomoc¢nu
funkciju Ch : [0, +00) — |1, 400), Ch(x) = ch x. (Dakle,
ta se tunkcija razlikuje od funkcije ch iskljuc¢ivo po svojoj
prirodnoj domeni.)

e Tako dobijemo bijekciju sa skupa [0, +00) u [1, +00).
e Za tri ranije definirane funkcije (sh, th i cth), te funkciju
Ch postoje jedinstveni inverzi.

e Sve inverze hiperbolnih funkcija jednim imenom nazivamo
area funkcije.
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4.4.8. AREA FUNKCIJE

e Inverz funkcije sh naziva se area sinus hiperbolni. To je

neomedena, strogo rastuca, neparna bijekcija ¢iji su
prirodna domena i slika R. Definirana je formulom:

Arsh x zln(x+\/x2 +1)

e Inverz tunkcije Ch naziva se area kosinus hiperbolni. To

je odozdo omedena, strogo rastuca bijekcija koja nije ni
parna ni neparna. Njezina prirodna domena je |1, +00), a

slika [0, +00). Definirana je formulom:

Arch x = 11’1(x+\/x2 —1)
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4.4.8. AREA FUNKCIJE

e Inverz funkcije th naziva se area tangens hiperbolni. To
je neomedena, strogo rastuca, neparna bijekcija cija je
prirodna domena (-1, 1), a slika R. Definirana je
pravilom:

1

Arthx—z ln[1+x

] %(ln(erl) In(1-x))

l—x

e Inverz funkcije cth naziva se area kotangens hiperbolni.

To je neomedena, strogo padajuc¢a, neparna bijekcija.
Njezina prirodna domena je R\|-1, 1], a slika R\{0}.

Definirana je pravilom:

| x+1 |
Arcthx=—-1n —(In(x+1D-In(x-1
- [1] L (In(+1)~Inx-1)
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4.4.9. GRAFOVI AREA FUNKCIJA
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