(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -
studij elektrotehnike) zadaci

@ ) Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

1. Pokazite da se prilikom definiranja pravila funkcije h(t)=A-sin(@w-t+¢) bez

smanjenja opcenitosti moze pretpostaviti da su A, @ >0.
Rjesenje: Ako je A = 0, onda je h(t)=0, tj. konstantna funkcija.
Ako je =0, onda je h(r)= A-sing@. Ta funkcija je takoder konstantna.

Zbog toga mozemo pretpostaviti da su A, @# 0. Razlikovat ¢emo tocno tri razlic¢ita
slucaja. U njihovu razmatranju koristit ¢emo identitet sin(x—t)=sint, Vie R, te

neparnost funkcije sinus, tj. identitet sin(—r) =—sin¢, Vie R.

Sluéaj I. A<0, ®>0. Tada imamo:

h(t)=(=1)-A-(=1)-sin(@-t + @) = ((-1)- A) -sin(-@- t — ) =
=((=1)- A)sin(Z— (~@-t— @) = (=1)- A) -sin(@- 1 + T+ @)).

Preostaje definirati A =(=1)-A 1 ¢ =7 +¢@. Zbog pretpostavke A<O0 vrijedi A >0.
Tako smo dobili Zeljeni oblik A(t) = A, -sin(@-t+¢,)), gdje su A, @>0.

Sluéaj II. A>0, w<0. Tada imamo:
h(t)=A-sin(r—(@-t+@))=A-sin(-w-t+7— Q).

Preostaje definirati @ =—® 1 @ =7 —¢. Zbog pretpostavke @w<0 vrijedi @, >0.
Tako smo dobili Zeljeni oblik h(f)=A-sin(@,-t+¢,), gdje su A, @, >0.

Sluéaj II. A,w<0. Tada imamo:
h(t)y=(=1-A-(=)-sin(@-t+ @) =((—1)-A) -sin(-w-t — ).

Preostaje definirati A, =(-1)-A, @, :=-w 1 ¢ =—¢. Zbog pretpostavke A,w<0
vrijedi A,@ >0. Tako smo dobili Zeljeni oblik Ah(f)=A -sin(®,-t+¢,), gdje su
A @ >0.

Time smo iscrpli sve moguce slucajeve i rijesili postavljeni zadatak.

Napomena 1. Koriste¢i 2-7— periodi¢nost funkcije sinus, moze se pokazati da se
bez smanjenja opcéenitosti moze pretpostaviti da je @e <—71',71'>, tj. da se pravilo

funkcije A uvijek moze svesti na oblik u kojemu ¢e vrijediti A,w>0, @e <—JZ', 71'>.
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(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -
studij elektrotehnike) zadaci

@ ) Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

2. Pokazite da graf harmonijske funkcije h(f) = A-sin(@w-t+ @), pri ¢emu su A, @>0 i

pe <—7t,7t>, prolazi ishodistem pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini ako i

samo ako je ¢=0.
Rjesenje: (<) Pretpostavimo da je ¢ =0. Tada je h(t)=A-sin(w-t), pa je
h(0)=A-sin(w-0)=A-sin(0)=A-0=0.

Dakle, graf funkcije 4 prolazi tockom (0,4(0))=(0,0), tj. ishodistem pravokutnoga

koordinatnoga sustava u ravnini, sto smo i tvrdili.

(=) Pretpostavimo da graf funkcije /4 prolazi ishodistem pravokutnoga
koordinatnoga sustava u ravnini. To znac¢i da je h(0)=0. Uvrstavanjem =0 i

h(t) =0 u pravilo funkcije 42 dobivamo:

0=A-sin(w-0+¢), /:A>0
singp =0,
o=k-n, ke Z.

Prema zahtjevu zadatka mora vrijediti @€ <—7t,7t> . Tako dalje imamo:

—-n<k-m<m, /:®m
—-1<k<l.

Posljednja nejednadzba ima jedinstveno rjesenje u skupu cijelih brojeva i to je
rjesenje k=0. Zbog toga je

9=0-1=0,

Sto smo 1 tvrdili.
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

3. Definirajmo udaljenost ili razmak (oznaka: d) izmedu x,ye R kao
d(x,y)=|x=.
Neka je
h(t)=A-sin(@-t+ @), pri cemu su A, @>0.
Pokazite da je udaljenost izmedu dviju:
a) uzastopnih nultocaka funkcije Z;

b) vrijednosti nezavisne varijable ¢ za koje funkcija 4 poprima svoje wuzastopne

ekstremne vrijednosti;
jednaka polovici temeljnoga perioda funkcije A.

Napomena 2. Ako su #,,,€ R takvi da za t=¢, funkcija 4 poprima svoju najmanju
/najvecu vrijednost, za t=t, svoju najveéu/najmanju vrijednost te ako A strogo
raste/pada na intervalu <tl,t2>, onda kazemo da su spomenute ekstremne

vrijednosti wuzastopne.

Rjesenje: a) Nadimo najprije skup svih nultocaka zadane funkcije. U tu svrhu
rijesimo jednadzbu A(t) =0. Imamo redom:

A-sin(@-t+9)=0, /:A
sin(@-1+ @) =0,

wt+p=k-m,
wt=k-n—-@, [:©>0
t:k'n_(p, ke Z.

w

Dakle, skup svih nultocaka je

N(h)={k'”_¢:ke Z}.
(4]

Dvije uzastopne nultocke dobivamo uzimajuéi bilo koji cijeli broj k, te ili njegov

prethodnik k,—1 ili njegov sljedbenik k,+1. U prvom sluc¢aju dobivamo:
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -
studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

e VLt
1 = ’

w
d(to,t1)=|k0.n_¢—(k0_1).n_¢ =
| w w
|k m—p-(ky=D-n+g

[
i —
o o
dok u drugom slucaju dobivamo:

t, = I 4

[
= (ky+)-n—9@
1 W ’
d(to,tl):lk‘)'n_¢—(k°+1)'“_¢ =

[ [

ky-n—@—(k,+1)-n+¢@

_|=® __(-_nj_z
@ 0w) o
Dakle, u oba je slucaja d(t,,t,) =T
[
T

Desne strane jednakosti d(to,tl)z£ i 5 =T s jednake, pa takve moraju biti i
a

. I . - T . e
lijeve strane tih jednakosti. Odatle slijedi d(z,,t,) ZE, sto smo i tvrdili.
b) Nadimo najprije sve vrijednosti nezavisne varijable za koje funkcija 4 postize

svoju najvecu vrijednost. Ta je vrijednost jednaka amplitudi A, pa treba rijesiti
jednadzbu h(t) = A po nepoznanici ¢. Imamo redom:

h(t) = A,
Asin(w-t+@)=A, /:A>0

sin(@-1+¢) =1,

a)~t+¢=§+2«k~n,

a)~t=§+2~k-n—¢, /:w>0
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

T
i+2k —
p e

Cntdkem-29 -2.p+(@A-k+l)m
@ 2-@ 2-w ’

= kGZ

Dakle, skup svih rjesenja jednadzbe h(t)=A je

S, ={_2‘¢+§f‘;‘+l)’” ke Z}.

Sada nadimo sve vrijednosti nezavisne varijable za koje funkcija /4 postize svoju
najmanju vrijednost. Ta je vrijednost suprotna amplitudi A, pa treba rijesiti
jednadzbu h(t) =—A po nepoznanici ¢ Imamo redom:

h(t) =—A,
Asin(@-1+@)=—A, /:A>0

sin(@-1+¢)=-1,
w-t+(p:?+2-k-n,

-7
w-t:7+2-k-n—(p, l:0>0

ook
> =9 _pt+d4kn-2-9 2.p+@4k-1)-m

0] 2-w 2-@

ke Z.

Dakle, skup svih rjesenja jednadzbe h(r)=-A je

Sz={_2.¢+(4.k_1)‘n:ke Z}.

2-w

Primjeéujemo da u obama skupovima na (konstantan) clan (-2)-¢ dodajemo neki
visekratnik broja ® i dobiveni zbroj potom dijelimo (konstantnom) @ To znadi da,
ako u obama skupovima odaberemo istu vrijednost varijable 4, onda ¢emo dobiti
dvije vrijednosti nezavisne varijable ¢ za koje se postizu wuzastopne ekstremne
vrijednosti. Ako je, dakle, k, proizvoljan, ali fiksiran cijeli broj, onda se za
2-9p+@4 -k, +1)-m
[, =
2-w
2-9+@&-k,—1)-m
L, =
2-w
vrijednosti su uzastopne. Udaljenost pripadnih vrijednosti nezavisne varijable ¢

postize  mnajveca  vrijednost  funkcije A a za

najmanja vrijednost funkcije 4 i te dvije ekstremne

jednaka je:
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(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

@ ) Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

d(tl’tz)=|—2-¢+(4-k0+1)~n_(—2-¢+(4~k0—1)-7tj
| 2-@ 2-o

2.0+ @4 k,+) n+2-9—(4-k,~D)-m|

2-w
|k +1-(4k,-D)-m|
= s -
2w _|m|_®™
RN

pa tvrdnja slijedi potpuno analogno kao u a) zadatku.

Napomena 3. U gornjem je slucaju ocito ¢, <t,, tj. najprije se postize najmanja, a
potom najvec¢a vrijednost. Ako bismo razmatrali suprotan slucaj, tj. interval na
kojemu se najprije postize najveéa vrijednost, a potom najmanja (pa su posljedi¢no
te dvije ekstremne vrijednosti uzastopne), onda bismo prilikom odredivanja

vrijednosti f wuzeli istu vrijednost varijable 4, tj. k=k,, dok bismo prilikom

odredivanja vrijednosti ¢, uzeli vrijednost k=k,+1. U tom bismo slucaju dobili:

d(tl,tz):|_2'¢+(;'a])<0+1)'7f_(_2'(0+(4'2(.1<2)+1)—1)-n) _
_ _2'¢+(4'ko+1)'7T+2'(0—(4'(k0+1)—1)-n|_
B 2-@ B
@k 1=k +D-D) x|
2-w
|(=2)m| |-n|_  (-m) =
LEriarimeie

s istim konacnim zakljuckom.
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

4. Neka je h(t)=A-cos(w-t+¢), pri cemu su A,w>0. Ispitajte vrijede li tvrdnje iz

zadataka 2. 1 3. za funkciju A. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje: Koristit ¢emo jednakost

cosx=sin(x+§j,Vxe R

koja se lako dokaze koristec¢i adicijski teorem za funkciju sinus. (Ucinite to sami za

vjezbu.) Zbog te jednakosti je:

h(t)=A-COS(a)’t+¢):A’Sin(a)’t+¢+§j=A.sjn(a).t+¢l),

pri cemu je @ :=¢+§. To znaci da funkcija /4 ima istu amplitudu i istu kruznu

frekvenciju kao i funkcija 4 iz zadataka 1. — 3., ali razlicit fazni pomak. Sada

zakljucujemo:

© mr. sc.

Temeljni period ,standardne“ harmonijske funkcije ovisi jedino o kruznoj
frekvenciji te funkcije. Zbog toga i funkcija 4 iz ovoga zadatka ima temeljni

period jednak 2m .
a

Udaljenost izmedu dviju uzastopnih nultocaka ,standardne® harmonijske

funkcije jednaka je polovici njezina temeljnoga perioda. Tako je udaljenost

. . . y . . T
izmedu dviju uzastopnih nultocaka funkcije A takoder jednaka > =,
w

Udaljenost izmedu vrijednosti nezavisne varijable ¢ za koje se postizu dvije
uzastopne ekstremne vrijednosti ,,standardne“ harmonijske funkcije jednaka
je polovici njezina temeljnoga perioda. Tako je udaljenost izmedu vrijednosti

nezavisne varijable ¢ za koje se postizu dvije uzastopne ekstremne vrijednosti

funkcije A takoder jednaka §:£'

@

Lako se provjeri da graf funkcije A prolazi ishodistem pravokutnoga

. . . . T
koordinatnoga sustava u ravnini ako i samo ako je (0:5+k-7t, keZ. U

zadacima se tada obi¢no postavi dodatni zahtjev ¢@e [O,n] kako bi se

prilikom rjesavanja mogla primijeniti funkcija arccos.

Bojan Kovacié, visi predavac 7



(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

@ ) Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Nacrtajte grafove sljede¢ih harmonijskih funkcija na njihovu osnovnu segmentu:
. T

a)f(x)=s1n(2-x+zj;

Rjesenje: 1z pravila funkcije focitamo:

L

A=1, w=2, ¢p=
v 4

2. 2-
Zbog toga je temeljni period funkcije £ jednak T 2T :Tn =T.
1]

il
+n|=—,=m|.
g8 8

|
N‘-M:l

) |
~ 18

Pripadni osnovni segment je [—2,—£+T} =
O

Karakteristicne tocke na tom segmentu su:

1= 20| 1 =[Z+Za = Za) 1=[ Z+Z0)=[2m0)
8 8 4 8 8 4 8

T, = g-7t+£,—1 = é-n,—l , T, = §-n+£,0 = Z-7t,0 .
8 4 8 8 4 8

Pripadni graf prikazan je na slici 1. a).

+y

h |
T

/8 O 78 /4 3n 72 sn/8 3n/d 8

—

Slika 1.a)
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@ ) Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.

(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -
studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

el L, ®
b) h(u) =(-3) sm(3 u 6)

Rjesenje: Pravilo funkcije fmnajprije transformirajmo na sljede¢i nacin:

h(“):(—3)'Sin(l-u—£j=3-sin(_—1-u+1j=3-sin(7r—(_—1-u+ED:
3 6 3 6 3

6
:3-sin(l-u+§-nj.
3 6

Iz pravila funkcije 4 o¢itamo:

5
A=3 w=—, p=>-.
“=%

Zbog toga je temeljni period funkcije f jednak T :¥= 6-m.
3
I
Pripadni osnovni segment je —2,—£+T}: 6—,6—+6.n :[__S.R,Z.n}‘
0 1 1 2 2
3 3

Karakteristicne tocke na tom segmentu su:

T=[ 20|, 7=[ 28" 3] =(<n3), 7, =[ -2+ 2 0]=[ 0],
2 2 4 4 2
T=[2+87 3)o(r3), n =[x+ 2% 0]=[ L m0].
2 4 4 2

Pripadni graf prikazan je na slici 1. b).

+y

® |
po

’d R

u
-3u/2 -1 -2 [0 b 3 i

-5u/2

b
E]

Slika 1. b)
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studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

(pismeni ispit 12.6.2017.) Zadane su harmonijske funkcije h(l)zZ-sin(t+%j i

hz(t)zsin(t—%nj. Nacrtajte graf njihove superpozicije h(f)=A-sin(@-t+¢) na

njezinu osnovnu segmentu. (Pretpostavite da su A, ®>0 1 @€ <—g,%> )

Rjesenje: Vidjeti sliku 2. Iz pravila zadanih harmonijskih funkcija oc¢itamo:

T -3
A =2 w=1, (DI:Z,AZ:L ¢2=7'7T.

Superpozicija zadanih funkcija takoder ima kruznu frekvenciju @=1 i temeljni

2. 2.
period T =27 :Tn =2-7m. Racunamo njezinu amplitudu i fazni pomak:
@

A:\/A12+A22+2'Al'Az'COS((P2—(P1) :\/22+12+2-2-1-cos((—%-nj—§j:

= J4+1+4-cos(—m) =\[4+1+4-(-1) =+1=1,

2

2

il

singp=A -sing +A,- sing, :2-sin[%j+l-sin[—%-7£}:2-%“-{ ﬁJ: V2

2

cos@=A -cos@ +A,-cos@, :2-005(%j+1-cos[—%7£J:2-—+1- >

2

Tako zaklju¢ujemo da je pravilo superpozicije zadanih funkcija:

i i
h()=1-sin|1-t+— |=sin| t+— |.
L (1) ( 4j 4j

sl Y =2~sin(r+£1
4

3
y=2 sin(r—T-ﬂ'7

/2 0 /4 w2 4 L Sn/4 3n/2 2n
9 T
=sm|/f+—
4
1

/

Slika 2.
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

7. Odredite pravilo titranja h(t)=A-sin(@-t+¢) ¢iji je dio grafa prikazan na slici 3.

Pretpostavite da su A,w>0 i @e <—_27t’§>

- -

Slika 3.

Rjesenje: 1z slike se vidi da su amplituda A=2 i fazni pomak ¢=0 (jer zadani graf

prolazi ishodistem).

Odredimo kruznu frekvenciju @. Dvije uzastopne nultocke su ocito #,=0 i t,=2.

Udaljenost izmedu njih jednaka je kolicniku broja m i kruzne frekvencije @

Dakle, trazeno pravilo je:

h(t):2~sin(g~tj.
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(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -
studij elektrotehnike) zadaci

@ ) Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

8. Odredite pravilo titranja h(t)=A-sin(@-t+¢@) ciji je dio grafa prikazan na slici 4.

Pretpostavite da su A,w>0 i @e <—_27t’§>

44
Slika 4.

Rjesenje: 1z slike se vidi da su amplituda A=4 i dvije uzastopne nultocke ¢, =-0.5
it,=2.5. Tako odmah slijedi

T T

O=——"—==,
25-(-0.5) 3

Preostaje iskoristiti podatak da krivulja prolazi toc¢kom (0,2). Uvrstimo I

A=4, t=01 h(t)=2 u pravilo funkcije A, dobit ¢emo trigonometrijsku jednadzbu:
. . 1
4-singp=2& s1n¢=§.

. -T T\ . - D (1 T
Ona u intervalu <7,5> ima jedinstveno rjesenje @ =arcsin (Ej =g.

Dakle, trazeno pravilo glasi:

h(t)z4-sin(£-t+£j.
36
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

9. Odredite pravilo funkcije h(t)= A-cos(w-t+¢@) ciji je dio grafa prikazan na slici 5.
Pretpostavite da su A,@>0 i @e[0,x].

Slika 5.

Rjesenje: 1z slike se vidi da su amplituda A =5 i dvije uzastopne nultocke ¢, =? i

t =g. Tako odmah slijedi

Preostaje iskoristiti podatak da krivulja prolazi tockom (0,5). Uvrstimo li

A=5,t=01h()=5 u pravilo funkcije A, dobit ¢emo trigonometrijsku jednadzbu:
S-cosp=5<cosp=1.

Ona u intervalu [O,n] ima jedinstveno rjesenje @ =arccos(l)=0.

Dakle, trazeno pravilo je

h(t)=5-cos(4-1).
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

10. Dokazite sljedece jednakosti:

a) arcsinx+arccosx:§, Vxe [-L1];

. . . . . . . T
Rjesenje: Zadana jednakost je ekvivalentna jednakosti arcsinx= 57 arccos X .
Odatle je:
. . . (m
sin(arcsin x) = sin [E —arccos x} ,

. (m T .
X =sin [Ej -cos(arccos x) —cos [Ej -sin(arccos x), ;

%/_J
=1 =0

x=1-x,
pa slijedi tvrdnja.
b) arctg x+ arcctg x :%, VxeR.

Rjesenje: Zadana jednakost je ekvivalentna jednakosti arctgng—arcctgx.

Odatle je:

tg(arctg x) =tg (E —arcctg xj ,
%f—J 2

sin (j -cos(arcctg x) —cos( j -sin(arcctg x)

X=

o3 (ol

b . .
Cos (2} - cos(arcctg x) +sin ( j -sin(arcctg x)

= cos(arcctg x)
sin(arcctg x) ’
x=ctg(arcctg x),

X=X,

pa slijedi tvrdnja.
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

studij elektrotehnike) zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

11. Odredite prirodnu domenu inverza bijekcije i sve njegove nultocke (ako postoje)
koje pripadaju toj domeni ako je:

2-¢"—1
e +1

a) f(x)=

Rjesenje: Odredimo najprije pravilo inverza bijekcije £ Imamo redom:

_2-e' -1

e’ +1

<:>y-(ex+1)=2-ex—1<:>y-e”‘+y=2-e”‘—1<:>

+1 +1
y-e'=2-¢ =—y—1<:>ex-(y—2)=—y—1<:>ex=y—<:>x=ln(y—j:>

2—y 2—y
|
f“@):h{’“r j
2

—X

1
Prirodnu domenu inverza dobijemo iz uvjeta >0. Taj je uvjet ekvivalentan

nejednadzbi (x+1)-(2—x)>0 iz koje je xe (~1,2). Dakle, D(f™')=(-12).

Odredimo skup svih nultocaka dobivena inverza. U tu svrhu rijesimo jednadzbu:

f’l(x)=O(:)ln(;+lj=O.

—X

Imamo redom:

In x+1 0o x+1 S s x+1 e )c+1_1:()<:> x+1-(2—-x) 0o
2—x 2—x 2—x 2—x 2—x
PN S O G2 ek B RN SOV I IRV
2—x 2—x 2

Dakle, N ( f“)z{%}.

Napomena 4. Moze se pokazati da je Im(f)= D(f_1)=<—1, 2>. Zbog pretpostavljene
bijektivnosti funkcije £ pa posljedi¢no i funkcije f~', mogli smo ocekivati da ée
skup svih nultocaka biti najvise jednoclan (tj. da ée biti ili prazan skup ili jednoclan
skup). Buduéi da je o¢ito 0€ D(f), taj je skup jednoélan. Njegov jedini element je
2:¢-1 2:1-1 1

5 = =—, pa dobivamo isti rezultat kao i maloprije.
e +1 I+1 2

f0)=

b) f(¢)=arcsin(In(z +1)).
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v Matematika 1 4.3. Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.
(preddiplomski stru¢ni 4.4. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. -

o VELELILITE U PAGH studij elektrotehnike) zadaci
POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Rjesenje: Odredimo najprije pravilo inverza bijekcije £ Imamo redom:

siny

y=arcsin(ln(t+1) @siny=ln(t+) o r+l=¢" ort=¢"" -1=

fl=e" -1.
Buduéi da su izrazi sins i ™ definirani za svaki te R, prirodna domena inverza
zadane funkcije je D (f’l) =R.
Odredimo skup svih nultocaka dobivena inverza. U tu svrhu rijesimo jednadzbu:
(=0 -1=0.
Imamo redom:

e —1=0,

e =1,

sint =0,
t=k-m, ke Z.

Dakle, N(f™)={k-n:keZ}.

Napomena 5. U ovom primjeru skup svih nultocaka inverza funkcije fje beskonacan
skup, Sto je suprotno ranijem zakljucku da taj skup nuzno mora biti najvise
jednoclan. U ¢emu je (prividna) pogreska? Vrijedi:

B =D(f"
Im(f)—[z,z}tR D(f™).

sint

Dakle, funkcija definirana pravilom g(t)=¢™ —1 na R nije bijekcija (Sto je i ocito

jer je npr. f(0)= f(n)=0.) Da bi ona postala bijekcija, njezinu prirodnu domenu

morali bismo ,,smanjiti“ na [_—;,%} Lako vidimo da vrijede jednakosti:

R T L
W) -
f(0)=arcsin(In(0+1)) = arcsin(In1) = arcsin 0 =0,

pa ,smanjivanjem* prirodne domene mozemo postupiti analogno kao u napomeni 4.
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