4.3. NEPR.
SLUCAJN.

SIS

KIDNE (KONTINUIRAN:.

VARIJABLE

=

[ J

POJAM NEPREKIDNE SLUCAJNE VARIJABLE.

FUNKCIJA GUSTOCE VJEROJATNOSTI.

OCEKIVANJE, VARIJANCA I STANDARDNA
DEVIJACIJA NEPREKIDNE SLUCAJNE VARIJABLE.




4.3.1. POJAM NEPREKIDNE
SLUCAJNE VARIJABLE

e Dosad smo proucavali slucajne varijable X
¢ija je slika R(X) bio diskretan skup (skup
sastavljen od elemenata takvih da izmedu
svaka dva razlicita elementa postoji odredeni
razmak).

e Taj skup je bio konacan ili prebrojiv
(beskonacan podskup skupa N, odnosno
skupa Z).

e U ovoj cemo tocki proucavati slucajne
varijable X ¢ija je slika R(X) neki
neprebrojiv podskup skupa R (otvoreni
interval, segment, unija intervala i sl.).



4.3.1. POJAM NEPREKIDNE
SLUCAJNE VARIJABLE

e Svaku slucajnu varijablu X cija je slika R(X)
neki neprebrojiv podskup skupa R nazivamo

neprekidna ili kontinuirana slucajna varijabla.

e Svi “klasi¢ni” podskupovi skupa R (intervali i
njihove unije) imaju neprebrojivo mnogo
elemenata.

e Zbog toga ,,ulogu” konac¢nih zbrojeva i/li redova
u definiranju osnovnih numerickih obiljezja
neprekidnih  slucajnih  wvarijabli  preuzimaju
integrali (i to nepravil).
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4.3.2. FUNKCIJA GUSTOCE
VJEROJATNOSTI

Prilikom proucavanja diskretnih slucajnih varijabli
istaknuli smo da se funkcija vjerojatnosti za svaki
x € R(X) definira kao (X = x), tj. vjerojatnost da
slucajna varijabla X poprimi upravo vrijednost x.

U slucaju neprekidnih slucajnih wvarijabli, medutim,
vrijedi jednakost:

P(X = x) =0, za svaki x € R(X).

Klasi¢na pogreska: Zakljuciti da je 2 = 0 na cijelom
skupu R(X).

Ispravno: Umjesto vjerojatnosti 2(X = x) promatra se
vjerojatnost Pla < X < D), tj. vjerojatnost da varijabla
X poprimi vrijednost iz nekoga intervala.

Kad god je a < b, ta vjerojatnost je razlicita od nule,
pa tada govorimo o funkciji gustoce vjerojatnosti.
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4.3.3. FUNKCIJA GUSTOCE
VJEROJATNOSTI

e Preciznije, funkcija gustoée vjerojat-
nosti neprekidne slucajne varijable X je

svaka realna funkcija [ sa sljede¢im
svojJstvima:

1./(x)=0, Vx eR;

2. Pla< X <b)=| f(x)-dx:

3.Tf(x)-dx:1.
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4.3.3. FUNKCIJA GUSTOCE
VJEROJATNOSTI

e Problem: Neka su X neprekidna slucajna varijabla,
fy njezina funkcija gustote, A, Bc Rig: A—> B
bilo koja funkcija. Odrediti pravilo funkcije
gustote f;, : R — [0, 1] slucajne wvarijable

Y= g(X).

e Podsjetnik: U slucaju diskretnih slucajnih
varijabli rjesenje ovoga problema je:

e _napasti” s funkcijom g svaki element prvoga retka
tablice razdiobe, prepisati drugi redak i
(eventualno) ,sazeti” dobivenu tablicu ako se
nakon djelovanja funkcije g u njezinu prvomu
retku pojavljuju medusobno jednake vrijednosti.
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4.3.3. FUNKCIJA GUSTOCE
VJEROJATNOSTI

Za neprekidne slucajne varijable rjesenje je bitno
kompliciranije.

Osnovni razlog je zamjena konac¢nih zbrojeva i/ili redova
integralima.

Da bismo mogli rijesiti ovaj problem, moramo dodati
sljedec¢u pretpostavku.

Pretpostavka: g je strogo monotona derivabilna bijekcija
na svojoj domeni.

Ako ta pretpostavka nije toc¢na, moramo rastaviti”
domenu funkcije g na konacno ili prebrojivo mmnogo
dijelova takvih da je g strogo monotona derivabilna
bijekcija na svakom dijelu.

Takav slucaj ovdje nec¢emo razmatrati.
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4.3.3. FUNKCIJA GUSTOCE
VJEROJATNOSTI

e Uz navedenu pretpostavku o  strogoj
monotonosti 1 derivabilnosti funkcije g,
rjeSenje promatranoga problema je:

f(g" )
M =1lg (g" )

0, mace.

, Vye B,

e Oprez: Prije primjene ove formule uvijek

moramo  provjeriti  jesu li  ispunjene
pretpostavke o strogoj monotonosti i
derivabilnosti funkcije g
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4.3.4. FUNKCIJA RAZDIOBE
(DISTRIBUCIJE) VJEROJATNOSTI

e Usko vezana uz funkciju gustoée (neprekidni
analogon funkcije vjerojatnosti) je funkcija
razdiobe (distribucije) vjerojatnosti
neprekidne slucajne varijable.

e Podsjetnik: U slucaju diskretne slucajne
varijable funkcija razdiobe vjerojatnosti bila
je definirana s F' (x) = P(X £ x). Njezine su
se vrijednosti izracunavale kao konacni
zbrojevi ili zbrojevi (konvergentnih) redova.

e U slucaju neprekidnih slucajnih varijabli
umjesto  zbrojeva  racunamo = neprave
integrale.



4.3.4. FUNKCIJA RAZDIOBE
(DISTRIBUCIJE) VJEROJATNOSTI

e Preciznije, funkcija razdiobe vjerojatnosti neprekidne
slucajne varijable X je realna funkcija £ definirana
pravilom:

F(x)= [ f(0)-dr,

e pri cemu je ffunkcija gustoce varijable X

e Iz ove definicije slijedi osnovno svojstvo funkcije
razdiobe vjerojatnosti neprekidne slucajne varijable X:

F=f

e Dakle, funkcija gustoée vjerojatnosti je (prva)
derivacija funkcije razdiobe vjerojatnosti.
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4.3.4. FUNKCIJA RAZDIOBE
(DISTRIBUCIJE) VJEROJATNOSTI

e Osnovna svojstva funkcije razdiobe
vjerojatnosti /' neprekidne slucajne
varijable X su:

1. lim F(x)=1.

X—>+00

2. lim F(x)=0.

X—>—00

J.Pa<X<b)=Pla<X<b)=PasX<b)=
=Pla< X <b)=F(b)-F(a).
4. F (x)= f(x), VxeR.



4.3.5. OCEKIVANJE, VARIJANCA I STANDARDNA
DEVIJACIJA NEPREKIDNE SLUCAJNE VARIJABLE

e Ocekivanje, varijanca 1 standardna
devijacija neprekidne slucajne varijable
interpretiraju se analogno kao 1 kod
diskretne slucajne varijable.

e Odgovaraju¢ée formule =za izracun tih
velicina su “slicne” onima navedenima u
slucaju diskretne varijable.

e Osnovna razlika je u zamjeni konacnih
zbrojeva, i/li zbrojeva redova nepravim
integralima.
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4.3.5. OCEKIVANJE, VARIJANCA I STANDARDNA
DEVIJACIJA NEPREKIDNE SLUCAJNE VARIJABLE

e Ako je £ funkcija gustoce neprekidne
slucajne varijable X, onda vrijedi:

+0o0

E(X)= [ x- f(x)-dx,

—Q0

+c0

V(X)=[(x=EX)) - f(x)-dx =

—00

= [ ¥ f(x)-dv— (X)),

o(X) =V (X).



4.3.6. NAPOMENA

e Kao i1 kod diskretne slucajne varijable ¢ija
je slika  R(X) beskonacan  skup,
ocekivanje,  varijanca 1  standardna
devijacija neprekidne slucajne varijable ne
moraju postojati (Sto ovisi o konvergenciji
odgovarajucih nepravih integrala).

e Za brze izracunavanje tih pokazatelja
korisno je primijeniti neka svojstva
(vidjeti sljededi slide).



4.3.6. NAPOMENA

e 1. Ako je Y=g(X), gdje je g realna funkcija jedne
realne varijable, onda je i’
E(Y)= [ g(x)- f(x)-dv.

e Posebno, za g(x)=a-x+b, gdje su a,beR konstante,
dobiva se:
E(a- X+b)y=a-E(X)+b.

e 2. Ako je X neprekidna slucajna varijabla, onda je
V(X)=E((X -E(X))=E(X?)-(EX))".

e Posebno, za sve a,beR vrijedi:
V(ia-X +b)=a’-V(X),
O'(a-X+b):‘a‘-0'(X).

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 15



@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable

studij elektrotehnike)

- zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

1. Na slici 1. prikazan je graf funkcije /' razdiobe vjerojatnosti neprekidne slucajne
varijable X.

0.5t1 s

Slika 1.
Odredite:

a) P(-1< X <1);

Rjesenje: Znamo da je

Pla<X <b)=F(®)—-F(a),

pri cemu se svaki znak < moze zamijeniti znakom <, a da jednakost pritom ostane
valjana. Tako sada imamo:

P(-1<X <)=F(1)-F(-1)=
_ T 9=
16 16
b) P(O< X <2);

Rjesenje: P(O< X <2)=F(2)—F(0) :%_o:%

¢) PB< X <4);

Rjesenje: P(3< X <4)=F(4)— F(3) = 1{% :%,

d) P(2< X <5).

Rjesenje: P2< X <5)=F05)-F(2)= 1_% =
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@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable
”.;’-'.‘.I';:IIF(‘::H:-IGUM. f.-l:r.:i‘hﬂH.IP..N;;-. ) Studij elektrOtehnike)

Elektrotehnicki odjel

- zadaci

2. Funkcija fje definirana pravilom:

a—x, zaxe|0, al;
fx)=

0, inace.

a) Odredite vrijednost parametra a>0 tako da £ bude funkcija gustoce
vjerojatnosti neke neprekidne slucajne varijable X.

Rjesenje: Zadana funkcija ¢e biti funkcija gustoce vjerojatnosti neke neprekidne
slucajne varijable X ako i samo ako vrijedi jednakost

Tf(x)-dle.
Tako imamo:
1= [ o) -de=
=}f(X)-dHIf(X)-dHTf(X)-dx:
=O+ji(a—x)-dx+0=
j.(a x)-dx=
=
2

= a-a—l-az—a-O—l-O2 =
2 2
1
2

e

b

a odatle slijedi

a=+2.

To ujedno znaci da je

¥ N
jf(x)-dx:j(ﬁ—x)-dle.
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studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

4.3.

@ : Vjerojatnost i statistika
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable

- zadaci

b) Za izracunanu vrijednost parametra a odredite pripadnu funkciju razdiobe #.

Rjesenje: 1z definicije funkcije f slijedi da ona poprima vrijednosti iskljucivo
unutar segmenta [O,\/E]. Zbog toga za svaki x<0 vrijedi P(X <x)=0, tj.

F(x)=0.

Nadalje, za x>+2 vrijedi:

Fo= [ f0-dx=

0 2 X

= [ Sy det [ f)-dut [ £ dr=
= 0 V2 =0

—oco -

\—ﬂ/__J

=1
=0+1+0=1.

Preostaje jos odrediti pravilo funkcije razdiobe na segmentu

definicije funkcije razdiobe vjerojatnosti £ slijedi:
Fo=]f(t)-di=
0

=I(ﬁ_t).dt=

X

=(\/§~t—%~t2J

0
:\/E.x_%.xz_\/z,o_%.()Z —

=—%~x2+ 2-x, Vxe [O,x/i]

Dakle, trazena funkcija razdiobe vjerojatnosti glasi:
0, zax<0;
1
F(x)= —5-x2+ 2-x, ZaX€E [0,\/5];

1, zax>\/§.
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@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable

studij elektrotehnike)

- zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

c¢) Izracunajte ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju varijable X.

Rjesenje: Koristit ¢emo definicijske relacije za pojedine pokazatelje. Pritom ¢emo
svaki nepravi integral zamijeniti odredenim integralom u granicama od 0 do J2

jer je (samo) na segmentu [O,\/E] funkcija £ razli¢ita od nulfunkcije. Tako

redom dobivamo:

o(X)=4V(X) =\/g=§.
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@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable
”.;’-'.‘.I';:IIF(‘::H:-IGUM. f.-l:r.:i‘hﬂH.IP..N;;-. ) Studij elektrOtehnike)

- zadaci
Elektrotehnicki odjel

1
d) Izracunajte P(E-«/E< X< 2\/5)
Rjesenje: 1z definicije funkcije razdiobe vjerojatnosti #'izravno slijedi:

p@.ﬁ<X<z.ﬁj=F(z.ﬁ)_F( ﬁjz

L
2
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@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable

studij elektrotehnike) - yadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

3. Funkcija gusto¢e neprekidne slucajne varijable X definirana je pravilom:

e, zax=0,

0, inace,

f(X)={

pri ¢emu je a>0 parametar.
a) Odredite vrijednost a.

Rjesenje: Prilikom rjesavanja ovoga zadatka koristit ¢emo definicijsku formulu
Laplaceove transformacije i tablicu osnovnih Laplaceovih transformata. U ovom
¢emo podzadatku koristiti jednakost:
T 1
L{}(9)=[e dx

0

Prema definiciji funkcije gustoée mora vrijediti jednakost
[ Foo-dx=1.
Bududi da je f(x)=0, Vx<0, zaklju¢ujemo da je
0 0
[ f(0)-dx=[0-dx=0.

Dakle, mora vrijediti jednakost:

jf(x)-dx:l.

0

Uvrstavanjem pravila funkcije /i primjenom gornje jednakosti odmah dobivamo:

+oo

J.e*”-dle,
0

1,

a

a=1.
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@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable
studij elektrotehnike) - yadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

b) Odredite funkciju razdiobe varijable X.

Rjesenje: Za svaki x <0 je f(x)=0, pa je u tom slucaju:
Fx)=[ f(-dt=[0-dr=0.

Za svaki x>0 je
f(x)=e“" =(zboga=1)=e",

pa je u tom slucaju:

Fo=[ f()-dt=

'Tf(t)-dt+jf(t)-dt:

0 x
=IO dt+je' dr =

—oo 0
:0+(—e’) =

- =(-D=
=l-e.

Time smo iscrpili sve slucajeve, pa je konacno:

Flx)= 1—-e™, zax 20,
0, zax<O.

c) Izracunajte ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju varijable X.

Rjesenje: U rjesavanju ovoga podzadatka koristit ¢emo jednakosti

+oo

E{x}(s): j x-e_”-dx=i2,

0 s
£{x2}(s) :sz e -dx:%.

0 S

Prema definicijskim formulama trazenih parametara neprekidne

varijable dobivamo redom:
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@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable

studij elektrotehnike)

- zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

“+oo

E(X)= [ x- f(x)-dx=
='(|)‘x-f(x)-dx++fx-f(x)-dx=
!

0
x-0-dr+ [ x-e dr=
0

VX)= [ f(0)-de=(E(X))’ =

= j)‘ )cz-O-cbc++j:°)c2 e de—1" =
—o 0

|

o(X)=JV(X)=+1=1.
d) Izracunajte P(0< X <2).

Rjesenje: 1z definicije funkcije razdiobe vjerojatnosti #'slijedi:

PO<X<2)=F2)-F(0)=
=(1-e?)-0=

=l-e”.
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@ . Vjerojatnost i statistika 4.3.
(strucni prijediplomski |  Neprekidne slu¢ajne varijable
studij elektrotehnike) - yadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

4. Neka su X neprekidna slucajna varijabla, f, njezina funkcija gustoce vjerojatnosti,
te a,be R, a#0, proizvoljne, ali fiksirane konstante. Odredite funkciju gustoce

vjerojatnosti f, slucajne varijable ¥ =a-X +b.
Rjesenje: Primijetimo najprije da je funkcija g:R — R definirana pravilom
gx)=a-x+b

strogo monotona bijekcija. Naime, rije¢ je o polinomu 1. stupnja koji je strogo
rastuca funkcija ako i samo ako je a>0, a strogo padajuca funkcija ako i samo ako
je a<0. Njegov inverz je funkcija

g 'R—>R,
1

el w=tox-2,
a a

a prva derivacija
g'(x) =a, Vxe R.

(Sami provjerite valjanosti prethodnih dviju jednakosti.) Koristeéi formulu
navedenu na predavanjima dobivamo da je trazena funkcija gustoc¢e f,:R —>R

dana pravilom:

fx (Clly_zJ
()=
d

1 1 b
Lon(a-t)
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