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1. a) Neka su ,a b∈ℝ  konstante takve da je a b< . Provjerite da je funkcija :f →ℝ ℝ  

definirana pravilom  
 

[ ]
1

,  za , ;
( )

0,  inače

x a b
f x b a


∈

= −


  

 

funkcija gustoće vjerojatnosti neke neprekidne slučajne varijable. 
 

b) Odredite funkciju razdiobe vjerojatnosti, očekivanje, varijancu i standardnu 

devijaciju proizvoljne neprekidne jednolike slučajne varijable. 
 

c) Prikažite grafički funkciju gustoće i funkciju razdiobe vjerojatnosti neprekidne 

slučajne varijable (0,1)X U∼ . 
  

2. a) Neka je 0a >  konstanta. Provjerite da je funkcija :f →ℝ ℝ  definirana 

pravilom  
 

,  za 0;
( )

0,  za 0.

a xa e x
f x

x

− ⋅ ⋅ ≥
= 

<
  

 

funkcija gustoće vjerojatnosti neke neprekidne slučajne varijable. 
 

b) Odredite funkciju razdiobe vjerojatnosti, očekivanje, varijancu i standardnu 

devijaciju proizvoljne eksponencijalne slučajne varijable. 
 

c) Prikažite grafički funkciju gustoće i funkciju razdiobe vjerojatnosti 

eksponencijalne slučajne varijable (1)X Ex∼ . 
 

3. Lidija je utvrdila da između dvaju uzastopnih like-ova njezinih objava na 

Instagramu protekne prosječno minuta i pol. Neka je X eksponencijalna slučajna 

varijabla koja označava vrijeme proteklo između dvaju uzastopnih like-ova Lidijinih 

objava na Instagramu. Odredite vjerojatnost da između dvaju uzastopnih like-ova 

Lidijine objave na Instagramu protekne: 
 

a) točno minuta i pol; 

b) najviše minuta; 

c) između jedne i tri minute; 

d) najmanje dvije minute. 
 

4. Neka su ( )X Exp a∼  i , 0.s t >  Dokažite da je ( | ) ( ).P X s t X t P X s> + > = >  

Interpretirajte ovo svojstvo.  
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Rezultati zadataka 
 

1. a) Prema pretpostavci je a b< , pa je 0b a− > , odnosno 
1

0
b a

>
−

. Zbog toga je 

( ) 0,f x x≥ ∀ ∈ℝ . Nadalje,  

 

1
( ) d ( ) d ( ) d ( ) d 0 d 0 1,

a b b

a b a

f x x f x x f x x f x x x
b a

+∞ +∞

−∞ −∞

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = + ⋅ + =
−

      

 

pa slijedi tvrdnja. 
 

b) Za svaki x a<  je očito ( ) 0F x = , dok za svaki x b>  vrijedi ( ) 1F x = . Za [ ],x a b∈  prema 

definiciji funkcije razdiobe vjerojatnosti vrijedi 
1

( ) ( ) d d

x x

a

x a
F x f t t t

b a b a
−∞

−
= ⋅ = ⋅ =

− −
  . Zbog 

toga je: 
 

[ ]
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( ) ,  za , ;

1,  za .
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x a
F x x a b

b a

x b

<


−
= ∈

−
>

 

 

Nadalje, prema definiciji očekivanja, varijance i standardne devijacije neprekidne slučajne 

varijable slijedi: 
 

2 2
2 2 2

1
( ) ( ) d d ;

2

1 ( )
( ) ( ) d ( ( )) d ;

2 12

1
( ) ( ) 3 ( ).

6

b
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a b
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+
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−  

= = ⋅ ⋅ −

 

   

 

c) Za X ∼ U(0, 1), tj. za a = 0, b = 1 dobivamo funkcije  
 

[ ]1,  za 0,1 ;
( )

0,  inače.

x
f x
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= 


 i  [ ]

0,  za 0;

( ) ,  za 0,1 ;

1,  za 1.

x

F x x x

x

<
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Grafovi tih funkcija prikazani su na slikama 1. i 2. 
 

      
Slika 1.        Slika 2. 
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2. a) Za svaki x ∈ℝ   vrijedi 0
x

e > , pa je, zbog pretpostavke 0a > , i ( ) 0f x ≥ . Nadalje, 

 
0

0 0

( ) d ( ) d ( ) d 0 d 1
a x

f x x f x x f x x a e x

+∞ +∞ +∞

− ⋅
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⋅ = ⋅ + ⋅ = + ⋅ ⋅ =    , 

 

pa slijedi tvrdnja. 
 

b) Za svaki 0x <  je očito ( ) 0F x = , dok za svaki 0x ≥  dobivamo: 

 
0

0 0

( ) ( ) d ( ) d ( ) d 0 d 1

x x x

a t a x
F x f t t f t t f t t a e t e
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Zbog toga je pravilo funkcije razdiobe vjerojatnosti neprekidne slučajne varijable X : 
 

1 ,  za 0,
( )

0,  za 0.

a xe x
F x

x

− ⋅ − ≥
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<
 

 

Nadalje, prema definiciji očekivanja, varijance i standardne devijacije neprekidne slučajne 

varijable slijedi: 
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c) Za a = 1 dobivamo funkcije  
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čiji su grafovi prikazani na slikama 3. i 4. 
 

     
   Slika 3.      Slika 4. 
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3. Pretpostavimo da je ( )X Exp a∼ , za neki 0a > . Očekivanje varijable X (iskazano u minutama) je 

očito jednako 1.5 minuta. Zbog toga mora vrijediti jednakost: 
 

1
1.5

a
= . 

 

Odatle lako slijedi 
2

.
3

a =  Dakle, 
2

3
X Exp

 
 
 

∼ . 

 

a) Tražimo ( 1.5)P X = . Ta vjerojatnost je jednaka nuli. (Podsjetnik: Kad god je X neprekidna 

slučajna varijabla, onda za svaki ( )a R X∈  vrijedi ( ) 0P X a= = .) 

 

b) Tražimo ( 1P X ≤ ). Prema definiciji funkcije F razdiobe vjerojatnosti varijable X, ta vjerojatnost 

je jednaka: 
 

2

3(1) 1 0.48658.p F e
−

= = − ≈   

 

c) Tražimo (1 3)P X≤ ≤ . Ponovno prema definiciji funkcije F razdiobe vjerojatnosti varijable X, ta 

vjerojatnost je jednaka: 
 

2 2 2
3 1

23 3 3(3) (1) 1 1 0.37808p F F e e e e
− ⋅ − ⋅ −

−
   

= − = − − − = − ≈   
   

. 

 

d) Tražimo ( 2)P X ≥ . Ponovno prema definiciji funkcije F razdiobe vjerojatnosti varijable X, ta 

vjerojatnost je jednaka:       
 

2 4
2

3 31 ( 2) 1 (2) 1 1 0.2636.p P X F e e
− ⋅ − 

= − < = − = − − = ≈ 
 

 

 

4. Imamo redom: 
 

( )

( )
( )

( ) ( )

( , ) ( ) 1 ( ) 1 ( )
( | )

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

1 1
1 1 1 ( ) ( ),

1 1

a s t a s t

a s a s

a ta t

P X s t X t P X s t P X s t F s t
P X s t X t

P X t P X t P X t F t

e e
e e F s P X s

ee

− ⋅ + − ⋅ +

− ⋅ − ⋅

− ⋅− ⋅

> + > > + − ≤ + − +
> + > = = = = =

> > − ≤ −

− −
= = = = − − = − = >

− −

 

 

što je i trebalo dokazati. Netom dokazano svojstvo nazivamo svojstvo „zaboravljanja“ i ono je 

karakteristično za eksponencijalnu razdiobu. Riječima ga možemo iskazati ovako: 
 

Ako se neki događaj nije dogodio u barem t vremenskih jedinica, onda je vjerojatnost da će se taj 

događaj dogoditi u barem  s t+  vremenskih jedinica jednaka vjerojatnosti da će se taj događaj 

dogoditi u barem s vremenskih jedinica. Drugim riječima, vjerojatnost pojave događaja u neposrednoj 

budućnosti uvjetno je nezavisan o vjerojatnosti pojave istoga događaja u prošlosti.  
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DODATAK: Određivanje integrala u rješenjima zadataka 1. i 2. 
 

 

U određivanju određenih integrala treba primijeniti Newton-Leibnizovu formulu (vidjeti 

Repetitorij matematike za studente elektrotehnike, stranica 44.).  
 

Neprave integrale treba određivati ili prema definiciji koristeći L'Hôpital-Bernoullijevo pravilo 

(vidjeti Repetitorij matematike za studente elektrotehnike, stranice 35. i 47.) ili koristeći 

definicijske formule za Laplaceove transformate L(f) (vidjeti Repetitorij matematike za studente 

elektrotehnike, stranica 61.). Ovdje navodimo drugi način jer je brži, kraći i jednostavniji.  
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5. 

zamjena: :
1 1 1 1
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e x e t e t e e C C
a a a at a x x t
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