@ . Vjerojatnost i statistika 4.4.
(preddiplomski strucni Primjeri neprekidnih razdioba
ELCLET studij elektrotehnike) - gadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

1. a) Neka su a,be R konstante takve da je a<b. Provjerite da je funkcija f:R —>R

definirana pravilom

1
Fx)= E’ Zaxe [a,b];

0, inace
funkcija gustoce vjerojatnosti neke neprekidne slucajne varijable.

b) Odredite funkciju razdiobe vjerojatnosti, ocekivanje, varijancu i standardnu
devijaciju proizvoljne neprekidne jednolike slucajne varijable.

c) Prikazite graficki funkciju gustoce i funkciju razdiobe vjerojatnosti neprekidne
slucajne varijable X ~U(0,1).

2. a) Neka je a>0 konstanta. Provjerite da je funkcija f:R—R definirana

pravilom

a-e ", zax=>0;

f(X)={

0, zax<O.

funkcija gustoce vjerojatnosti neke neprekidne slucajne varijable.

b) Odredite funkciju razdiobe vjerojatnosti, ocekivanje, varijancu i standardnu
devijaciju proizvoljne eksponencijalne slucajne varijable.

c) Prikazite graficki funkciju gustoée 1 funkciju razdiobe vjerojatnosti
eksponencijalne slucajne varijable X ~ Ex(1).

3. Lidija je utvrdila da izmedu dvaju uzastopnih [ike-ova njezinih objava na
Instagramu protekne prosjecno minuta i pol. Neka je X eksponencijalna slucajna
varijabla koja oznacava vrijeme proteklo izmedu dvaju uzastopnih like-ova Lidijinih
objava na Instagramu. Odredite vjerojatnost da izmedu dvaju uzastopnih like-ova
Lidijine objave na Instagramu protekne:

a) to¢no minuta i pol;
b) najvise minuta;
c) izmedu jedne i tri minute;

d) najmanje dvije minute.

4. Neka su X ~Exp(a) i s,t>0. Dokazite da je P(X>s+tlX >t)=P(X >y).

Interpretirajte ovo svojstvo.
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Rezultati zadataka

1. a) Prema pretpostavci je a<b, pa je b—a>0, odnosno >0. Zbog toga je

b—a
f(x)=0,vxe R . Nadalje,
o0 a b o0 b 1
J;f(x)'dx—if(x)'dx+£f(x)-dx+!f(x)-M—0+£b_a-m+0_1,

pa slijedi tvrdnja.

b) Za svaki x<a je odito F(x)=0, dok za svaki x>b vrijedi F(x)=1. Za xe [a,b] prema

X—d

b—a

X X 1
definiciji funkcije razdiobe vjerojatnosti vrijedi F(x)= I f(@)-dt :Ib—-dt = . Zbog
ey Lo—a
toga je:

0, zax<a,

F(x)=

—4 saxe [a.b];
—a

1, zax>b.

Nadalje, prema definiciji oc¢ekivanja, varijance i standardne devijacije neprekidne slucajne

varijable slijedi:

+oo b
1 a+b
EX)=|x f(x)-dx= cx-dx= ;
(X) j f) {b_a >
w f 1 a+b) (b-a)
VX)=| X% f(x)-dx—(E(X))* = | x*- cdx— — :
()Lf() (()){b_a S -
1
o(X)=V(X :g-\/g-(b—a).
c) Za X~ U0, 1),tj.za a=0,b=1 dobivamo funkcije
0, zax<0;
1, zaxe [0,1];
f(x)= i F(x)=qx, zaxe[0,1];
0, inace.
1, zax>1.
Grafovi tih funkcija prikazani su na slikama 1.1 2.
Slika 1. l Slika 2.
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2. a) Za svaki xe R vrijedi ¢* >0, pa je, zbog pretpostavke a >0, i f(x)20. Nadalje,
+oo 0 +oo +oo
[ £0-dv=[ f-are [ £00)-dv=0+ [a-e*-ar=1,
—oo —oo 0 0

pa slijedi tvrdnja.

b) Za svaki x<0 je ofito F(x)=0, dok za svaki x>0 dobivamo:
x 0 x x
F(x)= jf(t)-dr: If(t)-dt+jf(t)-dt:O+Ia-e"”-dtzl—e"”.
oo —o0 0 0

Zbog toga je pravilo funkcije razdiobe vjerojatnosti neprekidne slucajne varijable X :

1—e™*, zax >0,

0, zax<0.

F(x)z{

Nadalje, prema definiciji oc¢ekivanja, varijance i standardne devijacije neprekidne slucajne

varijable slijedi:

E(X)=Tx-f(x)-dx=Ta-x-e’“*-dle;

a

—oco

V(X):T.xz f(x)dx—(E(X))2 :sz a-e dx_[lj :iz’
o(X) =V (X) =+
a

¢) Za a =1 dobivamo funkcije

e, zax20; . 1—e™, zax 20,
fx) = 1 F(x)=
0, zax<0. 0, zax<0.
¢iji su grafovi prikazani na slikama 3. 1 4.
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Slika 3. Slika 4.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 3



@ . Vjerojatnost i statistika 4.4.
(preddiplomski strucni Primjeri neprekidnih razdioba

studij elektrotehnike)

- zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

3. Pretpostavimo da je X ~ Exp(a), za neki a>0. Ocekivanje varijable X (iskazano u minutama) je

ocito jednako 1.5 minuta. Zbog toga mora vrijediti jednakost:

l:1.5.

a

Odatle lako slijedi a :% Dakle, X ~ Exp[%j .

a) Trazimo P(X =1.5). Ta vjerojatnost je jednaka nuli. (Podsjetnik: Kad god je X neprekidna

slucajna varijabla, onda za svaki ae R(X) vrijedi P(X =a)=0.)
b) Trazimo P(X <1). Prema definiciji funkcije F razdiobe vjerojatnosti varijable X, ta vjerojatnost
je jednaka:

2

p=F(1)=1-¢ * ~0.48658.

¢) Trazimo P(1< X <£3). Ponovno prema definiciji funkcije F razdiobe vjerojatnosti varijable X, ta

vjerojatnost je jednaka:
2, 2, 2
p=FQ3)-FQ) z(l—e 3 ]—(l—e 3 Jze 3 -2 =0.37808.

d) Trazimo P(X 22). Ponovno prema definiciji funkcije F razdiobe vjerojatnosti varijable X, ta

vjerojatnost je jednaka:

4

_2 _4
p=1—P(X<2)=1—F(2)=1—(1—e 32]=e 3 = 0.2636.

4. Imamo redom:

P(X >s+t,X>t) P(X>s+t) 1-P(X<s+t) 1-F(s+1) _
P(X >1) P(X >1) 1-P(X <1) 1-F(1)
1_(1_efa.(x+t)) eia'(‘rﬂ)

T -(l—em) e = =1-(1-¢"")=1-F(s)= P(X >5),

P(X>s+tlX >t)=

Sto je i trebalo dokazati. Netom dokazano svojstvo nazivamo svojstvo ,zaboravljanja“ i ono je
karakteristi¢no za eksponencijalnu razdiobu. Rije¢ima ga mozemo iskazati ovako:

Ako se neki dogadaj nije dogodio u barem t vremenskih jedinica, onda je vjerojatnost da ce se taj
dogadaj dogoditi u barem s+t vremenskih jedinica jednaka vjerojatnosti da ée se taj dogadaj
dogoditi v barem s vremenskih jedinica. Drugim rije¢ima, vjerojatnost pojave dogadaja u neposrednoj
buduénosti uvjetno je nezavisan o vjerojatnosti pojave istoga dogadaja u proslosti.
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DODATAK: Odredivanje integrala u rjesenjima zadataka 1. i 2.

U odredivanju odredenih integrala treba primijeniti Newton-Leibnizovu formulu (vidjeti

Repetitorij matematike za studente elektrotehnike, stranica 44.).

Neprave integrale treba odredivati ili prema definiciji koristeéi L'Hopital-Bernoullijevo pravilo
(vidjeti Repetitorij matematike za studente elektrotehnike, stranice 35. i 47.) ili koristedi
definicijske formule za Laplaceove transformate L£(f) (vidjeti Repetitorij matematike za studente

elektrotehnike, stranica 61.). Ovdje navodimo drugi nacin jer je brzi, kradi i jednostavniji.

b b b
3. | L ode=—t [xdr= ! {l-xz} L weay=t Ly pray =BT E D
*b—a b-a b—a |2 |, b-a 2 2 b—a 2
b b b N (W2 . 2 2 . 2
4 Ixz I ! sz.dx: 1 .F.xﬂ _ 1 _1_(b3_a3):1_(b a)- (b’ +b-a+d’) _a +ab+b.
° b-a b-a b-a |3 ], b-a3 3 b-a 3

5. je"“-dxz 1 =jef- D=L -Ie’-dt: e =[2l) eerie cer
dt=—a-dx=>dx=——-dt a a a a

6. ja-ef‘”-dx:a-ﬁ(l):g.lzl_
a

0

7. [axe™ di=a-L)=a— =,
a

0

sz'“'67“""dx=a-£(x2)=a-% :

0

%

a a
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