@ . Matematika 1 4.5. Granicne

~~~ | (preddiplomski strucni vrijednosti (limesi)
E ;,m;‘r,_'(;Hr.‘l(:Lm;}Arsqnn-lmsr- Stule elektrotehnike) - ZadaCI

Elektrotehnicki odjel

1. Ispisite prvih pet ¢lanova svakoga od sljedec¢ih nizova:

a)a,=n"+1;

b) b, =sin(n~£j;
2

¢)c, =l.
n

Rjesenje: U pravilo svakoga niza uvrstavamo ne {1,2,3,4,5}. Dobivamo:

a)a,=1"+1=2, a,=2>+1=5, a, =3 +1=10, a, =4’ +1=17, a, =5> +1=26.

b) b, :sin[%J:l, b, =sinz =0, b, :sin(%fr):—l, b, =sin(2-7) =0, b, :sin[g-frJ:l.

1
c) C :I:L c, :5’ CGG==,C,=—, C=
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1
2. Iskljuéivo pomocéu definicije limesa niza dokazite da je lim(—j =0.
n\n

Rjesenje: Neka je €>0 proizvoljan, ali fiksiran. Tada trazimo n,=n,(€) takav da za

Lo

n

svaki ne N koji je veéi od mn, vrijedi nejednakost <e&. Ta nejednakost je

n

ekvivalentna nejednakosti

1 . 1 .
<&, odnosno —<¢g. Odatle je n>—, pa vidimo da
n £

1 . (1
mozemo uzeti n, = [——l Time je dokazana tvrdnja hm(—j =0.
& n\n

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 2



@ : Matematika 1 4.5. Granicne
| (preddiplomski strucni vrijednosti (limesi)
 POUITECHNCUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

3. Zadani su nizovi a, = dntl ib, = 174:n . Neka su L, i L, redom njihovi limesi.
1-2-n 12-n+5

a) Odredite L i L,.
b) Odredite najmanji k € N takav da je |ak —L,| <0.0001.
c) Odredite najmanji [ € N takav da je |b, —LZ| <0.0001.

Rjesenje: a) Podijelimo brojnik i nazivnik s n, pa primijenimo rezultat prethodnoga
zadatka. Dobivamo:

1 . (1
4+— | lim(4)+lim ()
L1=lim(4'”+1)=1im e e =4+g:—2,
1-2n L) lim(j—lim@) 0-
n n n n

Ly lim (1) —lim(4)
lq=1im(1_4'”)=1im n ) » 04 1

. 11~ = =73
12:n+5 1245~ 1im(12)+lim(5j 2403
n n n n

b) U nejednakost |ak—L,|<0.0001 uvrstimo pravilo niza a, (pri ¢emu umjesto

varijable n pisemo varijablu k) i L, =—2. Dobivamo:

3
1-2-k

|4'kJrl <0.0001

3
S — <0.0001 & | | <0.0001 & S
1-2-k 2

1-2-k o
<0

< 2-k-1>30 000« 2-k <30 001 < k£ >15 000.5=k_, =15 001.

+ 2| <0.0001 & |

c) Postupimo analogno kao u prethodnom podzadatku. Dobivamo:

00001 o |[I4D3TLA21)] 00 | 8
12:1+5 3 | 3210+5 | 3-(12-1+5)
3 8

<0.0001(:)m<0.0001(:)36-l+15>80000(:)l >2218=1 =2222.
A+

<0.0001 &

‘1—4-1 1

=
3-(12-1+5)

>0
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4. Odredite limese sljedec¢ih nizova:

2-n*+3-n+1
aja,=——5——"—;
4-n"=5-n-1

Rjesenje: Podijelimo brojnik i nazivnik pravila niza s n* pa primijenimo svojstvo

lim (l) =lim (%J =0. Dobivamo:
n \n n \n

g | i) 5 ioi0y
1 1 n no|_ _1
L=lima, =lim —2—-= 5) . (1) 4-0-0 2
A== |ty —tim| > |t
n n

[¥)

n\n

Rjesenje: Podijelimo brojnik i nazivnik pravila niza s 2"*', pa primijenimo jednakost
lim(a" ) =+oo, Va>1. Dobivamo:

1 1 1
Iim(D)+1
I 1+2n+1 . 1+ — ~ l'Il( ) m(znﬂj B 1+0 B 1 _22 B
TN e | T, 1 |~ T2 _n A2 < T
§n+l - 2;}+1 27 - o ]im(Z_z) _hm(zt}ﬂ j ? 0 2

Oc = 2-(«/n+\/ﬁ—\/ﬁ);
Rjesenje: Pravilo niza najprije transformirajmo ovako:

o) (o (), i
e A R e AW e e

(Vo=

Sada podijelimo brojnik i nazivnik dobivenoga izraza s Jn , pa primijenimo rezultat

2. zadatka. Dobivamo:

L=2-lim S =2-lim S N =2-lim ! ! !

n n +0+ —+
N 1+, 2 +1 \/1+ L
n n n n
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d) d _\/9~n2+79~n—\/73~n_
’ n+\d-n’ +1 ’

Rjesenje: Podijelimo brojnik i nazivnik pravila niza s n. Dobivamo:

/9 n +79 n /73 n / 9 / hm[ f9+9j hm[ 73}
n n
n, |4+l 1+_/4+44, lim(1)+ lim| |4+ —
n : n n n n’

n

_V9+0-40 _3-0_,
144440  1+2

2:n
e)e, =(1+Lj ;
4.

Rjesenje: Koristimo jednakost lim{(l+gj j:e“, Vae R. Imamo redom:
n n

2:n
L=1im(1+LJ =lim| [ 1+
n 4]’1 n

f)f _(n+3J2»n+l
" \n+2 '

Rjesenje: Pravilo zadanoga niza transformirajmo ovako:

2n4
n+3 2n+l ( + 2)+1 2:n+l n+ 2 1 2.n+l 1 2:n+ 1 2\ 40
— = + = l+—| ={|1+— .
n+2 n+2 n+2 n+2 n+2 n+2
Tako dobivamo:
2.n+1 . (2n+1 i 24%
1 n+2 n+2 1 n+2 h,[,n( n+2] h,[,n E w
L=1im|| 1+ =| lim| | 1+ =e n=e =¢”,
n n+2 n n+2
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. Odredite sljedece limese:

Rjesenje: Rastavimo na faktore brojnik i nazivnik racionalne funkcije pod limesom.
Imamo redom:

L:ﬁmiwjzhmv_ﬁ):mzl,
x—l 2-(x—1) i 2 2

3
b) lim | =5 |.
=2\ 4-x+8

Rjesenje: Postupimo analogno kao u prethodnom podzadatku. Dobivamo:

L hm[(x+2)-(x2—2-X+4)J: . [xz—Z-x+4j: (-2 =2:(-D)+4 _
4-(x+2) 2 4

3.

Rjesenje: Primijetimo da vrijedi jednakost x—4= (\/;)2 -2 = (\/;— 2) . (\/; + 2), za

svaki x>0. Tako sada imamo:

L=lim 4'(\/;_2) 4

=1im( 4 J: =1
S Vx-2) (Va+2) T Waxr2) Va2

d) lim| —5SI0% )
x—0 Sln(z.x)

Rjesenje: Primjenom identiteta sin(2-x)=2-sinx-cosx, Vxe R, dobivamo:

i 4 1 1
L=4-Tim| — 2 |_2 i PSR S Y
=0\ 2-8inx-cosx,/) 2 0\ cosx cosO 1
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6. Odredite sljedece limese:
a) lim( cos ¥ J;
xq% ﬂ:_ 2 X

NV . . V4 T . .
Rjesenje: Uvedimo zamjenu t:=x—5. Kad x%z, onda r—0. Nadalje, iz

t:=x—% slijedi x=t+%. Tako imamo:

=lim 5 =lim
t—=0 T t—=0 —).t— t—0
T—=2- (r + 2) S

3x X
b) lim(e ¢ j;
x—0 2. X

Rjesenje: Koristimo identitet:

T
cos(t+2j cost-cosz—sint-sinz —sint sint
L=lm| ————< 2 : ‘ ( ):1‘ ( )

e —e* =ex-(e“—1)=ex-((ex)z—lz)zex-(ex—l)-(e”‘+l), Vxe R.

Tako dobivamo:

X (o —1). (" x_ e (e +1 .
L=lim& ¢ D +1)=£lim(e—lj]- 1im[¥} _p bA+h
x=0 2-x x—0 X x>0 2 2

¢) lim (x—\/x2 —4-x+5);

X—>+oo

Rjesenje: Funkciju pod limesom transformiramo ovako:

(cri@—aes) w-(VFaw3) (@ aeres)
("‘“"2‘4"‘+5)'(x+m)‘ oA —dxt5  xte—dxtSs

X =x+4-x-5 4-x-5

- x+yx’—4-x+5 - X+’ —4-x+5

Brojnik i nazivnik dobivenoga izraza podijelimo s z, pa dobijemo:
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1 1
4res 4-5.-~ 4-5.~

_ X _ x '
2 2
X+Nx -4 x+5 x —4;x+5 1+ /1_4.1_‘_5.%
x x X

Zbog toga je trazeni limes jednak:

4-5.1
L= lim X

T fimates L
X X
()cz-(ln()c2 —1)—ln()c2 +1)));

Rjesenje: Funkciju pod limesom transformiramo ovako:

2]

Uvedimo zamjenu t:=x*+1. Kad x— —o, onda t— +oo. Nadalje, iz t:=x"+1

(=503

In(e”-(1-0)")=In(e?)=-2.

4-0 4

[+41-0+0 1+1

d) lim

X—>—o0

x* -1

x*+1

x* -1

x*+1

x2-(ln(xz—l)—ln(x2+1)):x2-ln[

slijedi x* =¢—1. Tako je traZeni limes jednak:

(0 el ol
{ele-2 (2 )

()

Rjesenje: Postupimo analogno kao u rjesenju prethodnoga podzadatka:

e) lim

X—>+oo

x+2

(x+2)-2)" 42 2\ 5 zamjena: t =x+2,
L=1Im (— =1lim (——— =1lim (1—— = kadx_>+°°, Ondﬂ[—)—l-oo, —
X—>too x+2 x|l \ x4+2  x+2 X—>too x+2 s
x=t—

= G (= R
EGIEGNEGIES
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7. Odredite sljedeée jednostrane limese:

a) lim | arct [ ! j ;
x—2— g x_2 ’

Rjesenje: Kad x —-2—, onda x—2—0—, pa

1 V.4
— —oo  te arctg - ——.
x=2 x—=2 2

Dakle, trazeni je limes jednak —%.

1
b) lim | arct ;
)x—>5+[ g(x_sjj

Rjesenje: Kad x—5+4+, onda x—5—0+, pa

)
—> +oo | te arctg - —.
xX— x=5 2

Dakle, trazeni je limes jednak %

1
c) hlgl [2“ j;

Rjesenje: Kad x >3+, onda 3—x—>0—, pa

1
— —oo | te 23 — 0. Dakle, traZeni

3—x
je limes jednak 0.

_r
d) lim [WZJ.

1
— 400, te 52 =5 4oo. Zbog

1
Rjesenje: Kad x — 4+, onda \/;—2%0+, pa ——
Jx-2

toga ovaj limes ne postoji.
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8. Navedite konkretan primjer realne funkcije fi tocke ce R takvih da:
a) postoje lim f(x) i lim f(x), a ne postoji f(c);

Rjesenje: Npr. bilo koja funkcija iz zadatka 5. i tocka u kojoj je racunan doti¢ni
limes. Primijetite da u svakom od tih slucajeva vrijedi lim f(x)=lim f(x).

b) postoje f(c) i lim_f(x), a ne postoji lim f(x);

sin x, za x <0,
Rjesenje: Npr. f:R—> R, f(x)=10, zax=0, i ¢=0. Ocito su f(0)=0, ILngf(x)z

I . .
—, 1nace.
X

=lim(sinx) =sin0=0, ali lirgl f(x)=1lim (lj = oo,

x—0— x=0+\ x
c) postoje f(c)i lim f(x), a ne postoji lim f(x).

1
—, zax<0,
X

Rjesenje: Npr. g:R >R, g(x)=40, zax=0, i ¢=0. Ocito su g(0)=0, hgl+g(x)=

sinx, zax>0

x—0+ x—0—

=lim(sinx)=sin0=0, ali lirgl g(x)=1lim (lj = —oo,
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9. Navedite konkretan primjer realnih funkcija f i ¢, te tocke ce R takvih da ne
postoje lim f(x) 1 lim g(x), a postoji:

a) lim((f+g)(x));

x—0+

1
Rjesenje: Npr. f(x) zl—l, glx)= 1 i ¢=0. Ocito su lil'(I)l f(x)=1lim (1——} = —oo,
x x x—0+ x

lim f(x)= lim (1—% =too, lim g(x)= lim [lJ =+oo, lim g(x) = lim (lj =—co, ali
x x x—0—

x—0- x—0- x—0+ x—0+ x—0-\ x

lim (f () +g(x)) = 1in3(1—1+1j =lim(l)=1.

X X x—0

b) lim((f - g)(x)).

1
) —,zax<0,
sin x, za x <0, X
Rjesenje: Npr. f(x)=41, zax=0, , g(x)=11, zax=0, i ¢=0. U zadacima
1 sin x, za x >0,
—,zax>0,
X

8. b) i ¢) pokazali smo da ne postoje lim f(x) i lim g(x). Medutim,

sin x
—, zax#0,

(f-9)x)=3 x

1, zZax=0,

pa je

ggxg(<f-g><x>)=ygg[“‘;xj=%=1=<f-g><0>.
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