4.5. GRANICNE VRIJEDNOSTI (LIMESI)

GRANICNA VRIJEDNOST NIZA.
GRANICNA VRIJEDNOST FUNKCIJE.



4.5.1. POJAM NIZA

» Svaku funkciju f: N — R nazivamo niz realnih brojeva ili, krace, niz.

» Unaprijed pretpostavljamo da je domena svakoga niza cijeli skup N.

Stoga smatramo da je niz jednozna¢no zadan definiranjem pravila
prema kojemu je svakom prirodnom broju (elementu domene)
pridruzen neki realan broj (element kodomene).

» Nizove obicno oznacavamo s a,, b,, ..., pri ¢emu indeksni zapis a,,
zapravo znacli a(n).
» a, nazivamo prvi clan niza, a, nazivamo drugi clan niza itd.

» Konacan uredeni skup (a,, ..., a,) nazivamo skup prvih n clanova
niza.

» Vazno: Graficki prikaz niza je skup tocaka na brojevnom pravcu.
Niz se obi¢no ne prikazuje u koordinatnom sustavu u ravnini jer
nikoja dva elementa niza nije moguce spojiti ravninskom krivuljom
(izmedu dva uzastopna ¢lana niza nema drugih Clanova niza).
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4.5.2. OMEDENI I MONOTONI NIZOVI

» Pojmove omedenosti 1 monotonosti funkcija mozemo
posebno primijeniti 1 na nizove.

» Odgovarajuce definicije preinaCuju se u sljedece:

» Niz (a,) je omeden odozdo ako postoji me R takav da za
svaki n € N vrijedi nejednakost a, =m.

» Niz (a,) je omeden odozgo ako postoji MeR takav da za
svaki n € N vrijedi nejednakost a, < M.

» Niz (a,) je (strogo) rastuci ako za svaki n € N vrijedi
nejednakosta, < a,,, (odnosno, a,<a,_ ).

» Niz (a,) je (strogo) padajuci ako za svaki n € N vrijedi

nejednakosta, 2 a,,, (odnosno, a, > a, _ ).

n+l1
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4.5.2. PRIMJER 1.

» Niz a) iz Zadatka 1. je neomeden strogo rastuci niz.

» Niz b) iz Zadatka 1. je omeden niz koji nije niti rastuci niti
padajuci. No, podniz (beskonaCan dio niza) kojega tvore
svi parni Clanovi toga niza je omeden konstantan niz (svi
Clanovi toga niza jednaki su nuli). Takvi su 1 podniz
(b, ., _3) C1j1 su svi Clanovi jednaki 1, te podniz (b, ,_ )
C1j1 su svi Clanovi jednaki —1.

» Niz ¢) iz Zadatka 1. je omeden strogo padajuci niz. Taj niz
naziva se harmonijski niz.
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4.5.3. GRANICNA VRIJEDNOST
(LIMES) NIZA

Neka je (a,) zadani niz.
Ukoliko postoji Le R takav da za svaki € > 0 postoji nye N za
koji je 1stinita implikacija:

» n2ny,=la, - Ll <E,
onda broj L nazivamo granicnom vrijednoscu ili limesom niza
(a,).

Gornja definicija geometrijski se moze interpretirati ovako:
Ako se od broja L na brojevnhom pravcu pomaknemo za
proizvoljno malu udaljenost ulijevo 1 udesno, u barem jednom
pomicanju “preskoCit” ¢emo beskonacno mnogo Clanova niza,
a necemo “‘preskocCiti” kona¢no mnogo Clanova niza

Cinjenicu da je L granicna vrijednost (limes) niza (a,)
zapisujemo ovako: L = lim g, ili L=1ima,
n

n—+00
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4.5.3. GRANICNA VRIJEDNOST
(LIMES) NIZA

» Moze se pokazati: Ako graniCna vrijednost niza postoji,
ona je jedinstvena.

» Svaki niz koji ima grani¢nu vrijednost nazivamo
konvergentan niz. Za niz koji nije konvergentan kazemo
da je divergentan 1l1, jednostavnije, da ne konvergira.

» Kazemo da niz (a,) divergira prema +oo ako za svaki €>0
postoji n € N takav da je a, > €. Tada piSemo: li;rn a, =

» Pritom simbol oo nije broj, ali ga ponekad tretiramo kao
broj.

» Cinjenicu L = lim a, uobicajeno &itamo i kao:

n—>+00
» Niz (a,) konvergi?a prema broju L.
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4.5.4. NAPOMENA

Moze se dogoditi da “pomicanjem” od kandidata za
grani¢nu vrijednost niza ulijevo 1l1 udesno “‘preskoCimo”
beskonalno mnogo Clanova niza, ali 1 da istodobno ne
“presko¢imo” beskona¢no mnogo ¢lanova niza.

U takvom slucaju govorimo o gomilistu niza.

Npr. niz a, = (—1)" nema granicnu vrijednost, ali ima dva
razliCita gomiliSta (-1 1 1).

Niz a, = cos(n - T) takoder nema grani¢nu vrijednost, ali ima
tr1 razli¢ita gomiliSta: —1 ,01 1.

Dakle, svaka grani¢na vrijednost je ujedno 1 gomiliSte niza,
ali gomiliSte niza ne mora biti graniCna vrijednost niza.
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4.5.5. NEKA KORISNA SVOJSTVA
KONVERGENTNIH NIZOVA

1. (“poucak o sendvicu”) Neka su (a,), (b,) 1 (c,) nizovi
takvi da za svaki n € N vrijedi nejednakost a, < b, <c,.

a) Ako su nizovi (a,) 1 (c,) konvergentni i imaju istu
grani¢nu vrijednost L, onda je 1 niz (b,) konvergentan 1 ima
grani¢nu vrijednost L.

b) Ako niz (aq,) ne konvergira, ni ostala dva niza ne
konvergiraju.

2. Svaki konvergentan niz je omeden.

3. Svaki omeden rastuci/padajuci niz je konvergentan.

Napomena: Svojstva 1. 1 3. korisna su za dokazivanje
postojanja grani¢ne vrijednosti, ali vrlo Cesto ne 1 za njezino
efektivno odredivanje.
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4.5.5. NEKA KORISNA SVOJSTVA
KONVERGENTNIH NIZOVA

» 4. Neka su (a,) 1 (b,) konvergentni nizovi takvi da je
L:=lm(a,)1L,:=1m(b)

n—>+00

» Tada je:
a) lim(a, b )=L tL,;

n——+o0

b) im(a,-b,)=L,-L,;

n—-+0

&) (L, #0) = lim % = L1,

2
N—>400

n 2

d) (a,L,>0)= lim(a, )" =(L,)", zasvaki c € R;

n——+0

e) lim ¢ =c™, za svakic > 0.

n——+00

9 © mr.sc. Bojan Kovacic, visi predavac



4.5.6. NEKE KORISNE GRANICNE
VRIUEDNOSTI NIZOVA

n—>+c0 k

1. lim (iij =0, za svaki a e R 1 svaki £k € N.
7

2.(c#20)= lim
”_’+°°\C°I’l+d

/a-n+bj a
C
0, za0<a<l;

3.lim(b-a" )=+
n—>+oo( ) |+o0, zaa>11b#0.

4. lim (l+ﬁ) =e’;

n—>—+00 n

5. lim Q/E =1, za svaki a > 0;

n—>+0

6. lim ¥/n =1.

n——+oo
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4.5.7. GRANICNA VRIJEDNOST
FUNKCIJE

» Pojam graniCne vrijednosti niza poopcCuje se na grani¢nu
vrijednost bilo koje realne funkcije jedne realne varijable.

» Neka su {(a, b) C R, c € {a, b) i f realna funkcija jedne realne
varijable definirana na intervalu (a, b) osim moZda u tocki c.

» Ako za bilo koji niz (x,) takav da su x, € {(a, b)\{c}, za svaki
ne N,1 limx, =c niz f(x ) uvijek konvergira ka (konstantnoj)

n—>+co

vrijednosti L, tada kazemo da je vrijednost L granicna
vrijednost funkcije f u tocki c. PiSemo: lim f(x)=L

X—C

» Moguce je da niz f(x,) ne konvergira. U tom slu€aju dogovorno
piSemo: lim f(x) = o

» (Predznak ispred oo eventualno piSemo ako znamo sadrzi i niz
f(x,) samo negativne 1li samo pozitivne ¢lanove.)
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4.5.8. NEKE KORISNE GRANICN:

VRIJEDNOSTI

1.lim = =0 (zaneN),

x—>tow X

2. Iim (a-x”):+oo (zane N).

X—>+0

sin(a-x) a

3.lim — (zaa,b+#0).
x—0 b.x b

4.1im 32 _ 0 (7a b £0)
x—>tc0 b.x

X—>+c0 X x—0
oa -1
6.Iim =Ina (zaa>0).
x—0 X
7 lim 20+
x—0 X
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4.5.8. NEKA KORISNA SVOJSTVA
GRANICNIH VRIJEDNOSTI

» Za graniCne vrijednosti funkcija vrijede sva svojstva
navedena kod graniCnih vrijednosti nizova.

» Posebno treba istaknuti sljedeca svojstva korisna za
rjeSavanje zadataka:

» 1. (svojstvo zamjene varijabli) Za bilo koju realnu
funkciju g definiranu na intervalu {(a, ) (i u tocki c)
vrijedi: lim/(x)= lim 7[g(n]

» Ovo svojstvo prikladno je primijeniti ako se zamjenom
varijabli dobije neka od “poznatih” grani¢nih vrijednosti.

» 2. Akoje lm/f(x)=1,>01lmg(x)=L, onda je:
lim| /(x)* |=(L,)"
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4.5.8. NEKA KORISNA SVOJSTVA
GRANICNIH VRIJEDNOSTI

» 3. Ako je lim f(x) = a>0, onda vrijedi jednakost:
| lim[In £ (x)] = 1n[£133 f(x)} —Ina

» Napomena: Umjesto logaritamske funkcije u gornjoj
jednakosti moze pisati bilo koja neprekidna funkcija, tj.
funkcija ¢ij1 graf mozemo nacrtati ne dizu¢i olovku s
papira (takve su funkcije npr. polinomi, opcCa funkcija
sinus, kosinus, eksponencijalna 1 logaritamska funkcija
itd.)

» 4. Ako je Imf(x)=11limg(x)=+% onda je:

lim[ /()] = ™V
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4.5.9. JEDNOSTRANE GRANICN!
VRIJEDNOSTI

Grani¢ne vrijednosti funkcije u nekoj tocki mogu se racunati 1 tako da se u
definiciji graniCne vrijednosti zahtijeva da niz koji konvergira toCki ¢ nuzno
bude strogo rastuci 1l strogo padajuci.

(t

U prvom slu€aju govorimo o granicnoj vrijednosti (limesu) slijeva 1 piSemo:

[ = lim £(x)

X—>C—
U drugom slu€aju govorimo o granicnoj vrijednosti (limesu) zdesna 1 piSemo:
L' :=1im f(x)
X—>c+

Takve granicne vrijednosti ima smisla promatrati za funkcije definirane na
segmentu 1l1 poluotvorenom intervalu.

Pravila za raCunanje takvih granicnih vrijednosti su ista kao 1 raCunanje
“obiCnih” grani¢nih vrijednosti.

NajcCes¢i sluCaj je da su graniCne vrijednosti slijeva 1 zdesna medusobno
jednake, pa se graniCna vrijednost funkcije u takvom sluCaju definira kao

graniCna vrijednost slijeva/zdesna (a ta definicija je ekvivalentna nasSoj
definiciji).
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4.5.10. NEKE POSEBNE JEDNOSTRANE
GRANICNE VRIUEDNOSTI

1. hmi—() za svaki n e N 1 svaki a € R.

x—>tco x

2. lim tg x = +o0, lim tg x = —c0,

x—>— x—>—+
2 2

3. lim ctg x = —o0, lim ctg x = +o0,

x—0- r—>0+

4. Iim arctg x = _z , lim arctg x = z
X—>—%0 2 X—>+00 2
TT.

5. lim arcctg x =0, lim arcctg x =

X—>—00 X—>+0

6. lme" =lme™ =0.

X—>—0o0 X—>+c0
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