4.5. NORMALNA RAZDIOBA

NORMALNA RAZDIOBA.

APROKSIMACIJA BINOMNE RAZDIOBE
NORMALNOM RAZDIOBOM.



4.5.1. NORMALNA SLUCAJNA
VARIJABLA

o Neka je X neprekidna slucajna varijabla cija je slika
R(X) = R.
e Kazemo da je slucajna varijabla X normalna,

odnosno da ima normalnu razdiobu ako je njezina

funkcija gustoc¢e dana pravilom:

(x—p)’
2.5°

1
J(¥)=———"e

e pri cemu su L € Ric > 0 konstante.

« Tada pisemo: X ~ N(u, 62).
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4.5.2. NAPOMENA

e« Dokaz da je funkcija f doista funkcija gustoce
zahtijeva izracun nepravoga integrala

+o0 | I
'[e_2x -dx
e« Taj integral nije moguce rijesiti elementarnim
metodama (iz Matematike 2), nego tzv. prijelazom
na polarne koordinate.

e Tako se dobiva:
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4.5.3. OSNOVNI NUMERICKI POKAZATELJI
NORMALNE SLUCAJNE VARIJABLE

Oznake W i ¢ koristene u definiciji funkcije gustoce
normalne razdiobe nisu odabrane na slucajan nacin.

Naime, koriste¢i jednakost iz Napomene 4.5.2. lako se
pokazuje valjanost sljedec¢ih jednakosti:

E(X) = W,
V(X) = o2,
o(X) = o.
Dakle, normalna slucajna varijabla jednoznacno je

odredena zadavanjem svojega ocekivanja 1 svoje
standardne devijacije.
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4.5.4. GRAF FUNKCIJE GUSTOCE
NORMALNE SLUCAJNE VARIJABLE

Za fiksirane vrijednosti konstanti W i o graf funkcije
gusto¢e normalne slucajne varijable je tzv. Gaussova ili
zvonolika krivulja (vidjeti sljededi slide).

/Zbog toga se mnormalna razdioba ponekad mnaziva i
Gaussova razdioba.

Zbog ‘“nezgodne” funkcije gustoce, funkciju razdiobe
vjerojatnosti normalne slucajne varijable nije moguce
elementarno odrediti, niti nacrtati.

Za odredivanje funkcije razdiobe vjerojatnosti normalne
slucajne varijable potrebno je poznavati tzv. gama-
funkcije.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 5



© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac



4.5.5. STANDARDNA (JEDINICNA)
NORMALNA SLUCAJNA VARIJABLA

Kazemo da normalna slucajna varijabla X standardna, odnosno da
ima standardnu (jedinicnu) normalnu razdiobu ako je X ~ N(0, 1).

Za standardnu (jediniénu) normalnu razdiobu vrijedi:
E(X) =0,

V(X)) =0(X)=1
Funkcija gustoce: f(x) =

2.7

Vrijednosti funkcije razdiobe vjerojatnosti F je nemoguce
elementarno izracunati, pa su tabelirane priblizne vrijednosti te
funkcije.

Ta je tablica sastavni dio Repetitorija vjerojatnosti v statistike.
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4.5.6. NAPOMENA

79

Prema “pravilu 3 - ¢” najmanje 99.73% vrijednosti
neprekidne slucajne varijable koja ima standardnu
normalnu razdiobu pripada segmentu [-3, 3.

U tablici su navedene vrijednosti funkcije razdiobe za
segment [0, 3.09] s korakom 0.01.

Pomoc¢u tih vrijednosti jednoznacno su odredene i
vrijednosti funkcije razdiobe u segmentu [-3, 0].

Preciznije, ako je F funkcija razdiobe vjerojatnosti
standardne normalne slucajne varijable, onda za svaki
x 2 0 vrijedi jednakost:

F(—x) =1- Flx).
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4.5.7. ODREDIVANJE VRIJEDNOSTI
FUNKCIJE RAZDIOBE VJEROJATNOSTI

e Neka su X ~ N, o?), F funkcija razdiobe
vjerojatnosti varijable X i F*™ funkcija razdiobe
vjerojatnosti standardne normalne slucajne varijable.

e Tada za sve a, b € R takve da je a £ b vrijede
jednakosti:

F(x):HXSx):F(M), xelR;

o

P(a<x<b):P(aﬁx<b):P(a<x§b):P(a§xsb):ﬁ[bl‘]—ﬁ[ﬂ‘j.

O
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4.5.8. VEZA IZMEDU BINOMNE
RAZDIOBE I NORMALNE RAZDIOBE

e U odredenim slucajevima binomnu razdiobu
mozemo aproksimirati normalnom razdiobom.

o Preciznije, vrijede sljedeca dva teorema.

o« Teorem 1. (lokalni Moivre-Laplaceov teorem)
Neka su p € (0, 1) i X, ~ B(n, p) niz binomnih
slucajnih varijabli. Za dovoljno velike ne N vrijedi
sljede¢a aproksimacija:

(k—n-p)’
1 S S Sl

Lo 2mp-p)
J2:zn-p-(1-p)

P(X =k)=~

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 10



4.5.8 VEZA IZMEDU BINOMNE
RAZDIOBE I NORMALNE RAZDIOBE

o« Teorem 2. (integralni Moivre-Laplaceov teorem)
Neka su p € (0, 1) i X, ~ B(n, p) niz binomnih
slucajnih varijabli. Tada za sve a, b € R takve da je

a < b vrijedi sljedec¢a aproksimacija:

( 1 A [ 1 h
b+——n-p a———n-p
Pla<X <b)~F 2 _F 2
Jn-p-(1-p) Jn-p-(1-p)
\ J \ J
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4.5.9. NAPOMENA

Ranije smo vidjeli da se u slucaju tzv. rijetkih dogadaja
(tj. kad n—e, p—0 i n - p — const.) binomna razdioba
moze dobro aproksimirati Poissonovom razdiobom.

Oba grani¢na teorema (teoremi 1. i 2.) vrijede za
dovolino welike neN, tj. kad n —+o, a p ostaje
nepromijenjen.

Naziv [okalni koristi se jer se aproksimacija odnosi na
vrijednost slucajne varijable u jednoj tocki.

Naziv integralni koristi se jer se aproksimacija racuna
na intervalu pomocu integrala (jer je funkcija razdiobe
vjerojatnosti definirana pomocu integrala).
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4.5.10. CEBISEVLJEVO PRAVILO ZA
NEPREKIDNE SLUCAJNE VARIJABLE

e« Neka je X neprekidna slucajna varijabla s konacnim
ocekivanjem, tj. takva da je E(X) < 4oo.

o Tada za svaki € > 0 vrijedi:

P(lX -E(X)|2¢)< dcs

2

. Odatle slijedi: ‘
P(|X -E(X)|<&)=1- V(i(
&

 Ove nejednakosti poznate su kao Cebisevljevo pravilo.
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