4.6.
NEPREKIDNE FUNKCIJE



4.6.1. NEPREKIDNOST FUNKCIJE U TOCKI

*Neka su f:{(a, b) > R ice {(a, b).
* Kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki c ako
postoji granicna vrijednost limf(x) i jednaka je f(c).

 Kazemo da funkcija f ima prekid u tocki ¢ ako f
nije neprekidna u tocki c.

* Skup svih tocaka prekida funkcije f oznacavamo s
B(f) (prema engl.: breakpoint = tocka prekida).

*Vazno: Funkcija moze biti (ne)prekidna samo u
tockama u kojima je definirana.

U tockama koje ne pripadaju domeni funkcije,
funkcija ne moze biti neprekidna, ni imati prekid.
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4.6.2. NEPREKIDNA FUNKCIJA

 Kazemo da je funkcija f: (a, b)) - R neprekidna na intervalu
(a, b) ako je fneprekidna u svakoj tocki toga intervala.

e Grubo i neprecizno rec¢eno, f je neprekidna na intervalu {(a, b) ako
njezin graf mozemo nacrtati ne dizuéi olovku s papira.

 Problem: Prosiriti pojam neprekidnosti i na funkcije ¢ija prirodna
domena nije otvoreni interval.

* Ako je prirodna domena funkcije npr. segment [a,b], onda je f
neprekidna u tocki a ako postoji granicna vrijednost lim f(x) i

jednaka je f(a). e
e Sli¢no, f je neprekidna u tocki b ako postoji grani¢na vrijednost
. }LI}}_ f(x) 1 jednaka je f(b).

 Kazemo da je f neprekidna na R ako je neprekidna u svakoj tocki
c e R.
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4.6.3. NAPOMENA

*Sve elementarne funkcije (polinomi,
eksponencijalna funkcija, logaritamska
funkcija, trigonometrijske funkcije,
ciklometrijske  funkcije, h1perbolne
funkcije, area funkcije itd.) su
neprekidne  funkcije  na  svojim
prirodnim domenama.




4.6.4.
N

LPR.

N

LKA SVOJSTVA

s
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DNIH FUNKCIJA

* Neka su fi g realne funkcije neprekidne u tocki c.

*1.) Funkcije f+ ¢, f— g, f gi o - f (pri cemu je
o€ R) su neprekidne u tocki c.

*2. Ako je funkcija f neprekidna i u tocki ¢(c),
onda je i kompozicija n=g¢.r neprekidna u tocki c.
Tada operacija granicnoga prijelaza “’komutira’ s
neprekidnom tunkcijom, tj. vrijedi jednakost:

lim(g o £)(x) = g(lim £ (x)).
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4.6.5. NEKA SVOJSTVA FUNKCIJA

NEPR.

CKIDNIH NA S

HGM.

SNTU

*1. Postoje jedinstveni m, M € R takvi da:

°a)f([a,b]) — {f(x) I X E [a,b]} = [M,M:;

*b) Za svaki y e [m,M] postoji barem jedan x [a,b]
*takav da je y = f(x).
2. Svaka funkcija neprekidna na segmentu je

omedena.

Slika  segmenta

preslikavanju je segment.
*3. Ako jef(a)- f(b) <0, onda postoji barem jedan
» ce(a,b) takav da je f(c)=0.

pril

neprekidnom
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@ : Matematika 1 | 4.6. Neprekidne
| (strucni prijediplomski funkcije - zadaci
- ;:.'_\l'\;|r-.(;.Hr.‘l(:Llu;/Arswnn-n-.m.-‘r- Stule elektrotehnlke)

Elektrotehnicki odjel

1. Odredite domenu i sliku funkcije f, skup svih nultocaka i skup svih tocaka prekida
te funkcije ako je graf funkcije f:

a)

Slika 1.
Rjesenje: D(f)=[-2,2], Im(f)=[-1,0]u{1}, N(f) ={-L1}, B(f) ={-1,0,1} .

b)

Slika 2.

Rjesenje: D(f)=[-2,+)\{0}, Im(f)=(—e0,1), N(f)={-21}, B(f)={1}.
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Rjesenje: D(f)=[-1,3], Im(f)=R, N(f)={-1,0,1,2,3}, B(f)={-1,1,3} .
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Slika 3.




@ : Matematika 1 | 4.6. Neprekidne
| (strucni prijediplomski funkcije - zadaci
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Elektrotehnicki odjel

2. Funkcija g:R — R definirana je pravilom:

l-e”, zar<0,
g(t)=1sint, zate[0,2 @],

1—cost, inace.
Je li funkcija g neprekidna na R? Precizno obrazlozite svoj odgovor.
Rjesenje: Da. Na intervalima <—00,0>, <0,2-7t> i <2-7t, +00> funkcija je neprekidna
jer su funkcije
g () =1-e", g,(t)=sint i g,(t)=1—cost

neprekidne na R (kao elementarne funkcije, odnosno razlika elementarnih funkcija),

pa posebno i na navedenim intervalima. ,Kriti¢ne“ tocke (tj. tocke u kojima treba
zasebno provjeriti neprekidnost) su

t=011=2-m.
Za t=0 imamo:
1 =1 —e! =]— _0: — ] =
tlgg}g(t)_tlgg}(l e’)=1-e’=1-1=0,
1i1;)n g(t)= lilgl(sin t) =sin0=0,
g(0)=sin0=0,
pa zakljucujemo da je g neprekidna u nuli.
Za t=2-m imamo:
lim g()= l(ign)_(sin t)=sin(2-m) =0,

t—(2:1)—

lim g(r)= l(ign) (I—cost)=1-cos(2-m)=1-1=0,

=21+ t

g(2-m)=sin(2-w) =0,
pa zakljucujemo da je g neprekidna u t=2-m.

Dakle, ¢ je neprekidna i u svakoj od ,kriticnih“ tocaka, pa zakljucujemo da je g¢

neprekidna na R.
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 1
(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike)

4.6. Neprekidne
funkcije - zadaci

3. Odredite a, be R tako da funkcija f bude neprekidna na R ako je:

x—1, zax>1;
a)f(x)=<a-x+b,za0< x<1;
x+1, zax<O0;

Rjesenje: [ je definirana pomocu triju polinoma 1. stupnja koji su neprekidni
svugdje gdje su definirani. ,,Problemati¢ne® su samo one tocke u kojima se mijenja
pravilo funkcije, a to su x=0 i x=1. Zbog toga treba odrediti a,be R tako da

funkcija bude neprekidna i u tim dvjema tockama. Imamo redom:
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lim £ (x) = £ (1),
lim(a- x+b)=1-1,

a-1+b=0,
a+b=0;

lim £(x)= £(0),
lim (a-x-+b) =0+1,

a-0+b=1,

b=1,
a+b=0,

b

(a,b)=(~1,1).




@ : Matematika 1
“—" | (strucni prijediplomski

rorsememnenaee | studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

4.6. Neprekidne
funkcije - zadaci

In(¢+1), zat=>0;
b)f(t)=<a-t+b,za —1<t<0;

sin(ﬁ-tj, zat<-1.
2

Rjesenje: f je definirana pomoc¢u kompozicije logaritamske funkcije i polinoma 1.

stupnja, polinoma 1. stupnja i kompozicije trigonometrijske funkcije i polinoma 1.

stupnja. Sve te funkcije su neprekidne svugdje gdje su definirane. ,,Problemati¢ne

su tocke u kojima se mijenja pravilo funkcije, a to su t=-1 1 t=0. Zbog toga treba

odrediti a,be R tako da funkcija bude neprekidna i u tim dvjema tockama. Imamo

redom:

lim f (1) = £ (0),
lim(a-t+b)=1In(0+1),

t—0—
a-0+b=0,
b=0.

Aim f ()= f(=D),

lim (a-t+b)=sin(£~(—1)j,
t—>(=1)+ 2

a-(-)+b=-1,

b=0,
—-a+b=-1

(a,b)=(1,0).
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@ : Matematika 1 | 4.6. Neprekidne
| (strucni prijediplomski funkcije - zadaci
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Elektrotehnicki odjel

4. Akoje g:R— <—_2n’§> funkcija definirana pravilom

41
g(y>=arctg[y2 J

izradunajte lim g 7' ().

NN
7y

Rjesenje: Odredimo najprije pravilo inverza zadane funkcije. Imamo redom:

*+1
x=arctg[y2 J Itg

3

y +1
tg x= /2
g 2

2-tgx=1y +1,
y=32-tgx-1,

g (»=32-tgy-1L

Zbog toga je:

L=1lim32-tgy—-1=
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@ : Matematika 1 | 4.6. Neprekidne
| (strucni prijediplomski funkcije - zadaci
 ourTEcHNCUM ZAGRABENSE studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

5. Moze li se funkcija

2
f(x)—th(x_zj

dodefinirati u tocki c¢=2 tako da dobivena funkcija bude neprekidna na R?
Obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenje: Racunamo limes slijeva i limes zdesna u tocki ¢=2. Imamo:

2 =2
e)cfZ e)cfZ
= lim =
x—2— 2 ,L
e)cfZ +e x-2
zamjena:
=t=x-2 =

kadx - 2—, ondat —0—

2 2
e’ —e'
=lm| —— |=

e’ +e

4
e’ —1
4
e’ +1

zamjena:
=qt=x-2 =

kadx - 2—, ondat — 0—

2 2
. e —e'
= lim =
t—0+ fd
e’ +e'
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POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 1
(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike)

4.6. Neprekidne
funkcije - zadaci

Vidimo da su izracunani limesi razli¢iti, pa trazeno dodefiniranje nije moguce.

-4
l1-e'

—4
l1+e’

= lim
t—0+

6. Dokazite da funkcija g:R — R definirana pravilom

g(t)=t+cost

ima (barem jednu) nultocku u segmentu [-1,0].

Rjesenje: Primijetimo najprije da je funkcija g neprekidna na R jer je zbroj dvaju

elementarnih funkcija (polinoma i trigonometrijske funkcije) koje su neprekidne na

R. Posebno, ta je funkcija neprekidna i na segmentu [—1,0]. Zbog toga mozemo

iskoristiti svojstvo funkcije neprekidne na segmentu:

Ako je f neprekidna na [a,b] i ako je f(a)-f(b)<0, onda f ima barem jednu

nultocku u [a,b]. (Obratna tvrdnja opéenito nije tocna (vidjeti sljedeci zadatak).)

Odredimo

g(=1)-g(0)=(=14+cos(=1))-(0+cos0) =
=(cosl-1)-(0+1)= ,

pa slijedi tvrdnja.

=cosl—-1<0
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@ : Matematika 1 | 4.6. Neprekidne
| (strucni prijediplomski funkcije - zadaci
 ourTEcHNCUM ZAGRABENSE studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

7. Dokazite ili opovrgnite protuprimjerom:

a) Ako funkcija f definirana na segmentu [a,b] ima svojstvo f(a)- f(b) <0, onda f

ima nultocku u tom segmentu.

b) Ako neprekidna funkcija f definirana na segmentu [a,h] ima svojstvo

f(a)- f(b)<0, onda fima jedinstvenu nultocku u tom segmentu.

c) Ako neprekidna funkcija f definirana na segmentu [a,b] ima svojstvo

f(a)- f(b)>0, onda fnema nijednu nultocku u tom segmentu.
Rjesenje: Nijedna od triju navedenih tvrdnji nije toc¢na.
a) Protuprimjer tvore funkcija f:R — R definirana pravilom

-1, zax <0,

1, inace,

f(X)={

i bilo koji segment [a,b] takav da je a<0<b.
Ocito je

fla)-f(b)=(-1)-1=-1<0,
a fnema nijednu realnu nultocku.

b) Protuprimjer tvore funkcija f:R — R definirana pravilom f(x)=cosx i npr.

segment [0,3-7].
Ocito je
f(0)- f(3-m)=cos0-cos(3-m)=1-(-1)=-1<0,

a f ima tono tri realne nultocke u navedenom segmentu (to su

, xzzé-n ix==—m).
2

T
xlz—
2 2

c) Protuprimjer tvore funkcija f:R — R definirana pravilom f(x)=x>-1 i bilo

koji segment [a,b] takav da je a<—-1<1<b.

Ocito su f(a)>0 i f(b)>0, otkuda slijedi f(a)- f(b)>0. Medutim, f ima

tocno dvije realne nultocke u segmentu [a,b].
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