@ , Matematika 1 4.6. Neprekidne funkcije
(preddiplomski strucni - zadaci

. ::r_1| v T }-llf.ZHrl-I(‘:LIH; ZAGRA H.H-.N!.-‘F st ule elektrot ehnlke)

Elektrotehnicki odjel

1. Odredite domenu i sliku funkcije £, skup svih nultocaka i skup svih tocaka prekida
te funkcije ako je graf funkcije £:

a)

Slika 1.
Rjesenje: D(f)=[-2,2], Im(f)=[-1,0]U{1}, N(f) ={-11}, B(f) ={-1,0,1} .

b)

Slika 2.

Rjesenje: D(f)=[-2,+)\{0}, Im(f)=(—o0,1), N(f)={-2.1}, B()={1}.
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Slika 3.

Rjesenje: D(f)=[-13], Im(f)=R, N(f)={-1,0,1,2,3}, B(f)={-1,1,3}.
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2. Funkcija g:R — R definirana je pravilom:

l-e”, zat <0,
g(t)=1sint, zate[0,2 7],

1—cost, inace.
Je li funkcija g neprekidna na R? Precizno obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenje: Da. Na intervalima <—00,O>, <O,2~n>i <2~TE,+00> funkcija je neprekidna
jer su funkcije g,(1)=1-e"', g,(t)=sint i g,(r)=1-cost neprekidne na R (kao

elementarne funkcije, odnosno razlika elementarnih funkcija), pa posebno i na
navedenim intervalima. , Kriticne“ tocke (tj. tocke u kojima treba zasebno provijeriti
neprekidnost) su ;=01 r=2-7.

Za t=0 imamo:

1 =1 —e! =]— -0 =]—]=
tlgg}g(t)_tlgg}(l e’ )=1-¢"=1-1=0,
1i1;)n g(t)= lilgl(sin t)=sin0=0,
g(0)=sin0=0,

pa zakljucujemo da je g neprekidna u nuli.
Za t=2-m imamo:
lim g()= lgn)_(sin t)=sin(2-m) =0,

t—(2-m)—

lim g(r)= lgn) (I—=cost)=1-cos(2-m)=1-1=0,

t—(2-m)+

g(2-m)=sin(2-w) =0,
pa zakljucujemo da je g neprekidna u t=2-m.

Dakle, g je neprekidna i u svakoj od ,kriticnih“ tocaka, pa zakljucujemo da je g

neprekidna na R.
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3. Odredite a, be R tako da funkcija £ bude neprekidna na R ako je:

x—1, zax2>1;
a)f(x)=<a-x+b,za0<x<1;
x+1, zax<0;

Rjesenje: f je definirana pomoc¢u triju polinoma 1. stupnja koji su neprekidni
svugdje gdje su definirani. ,,Problemati¢ne® su samo one tocke u kojima se mijenja
pravilo funkcije, a to su x=0 i x=1. Zbog toga treba odrediti a,be R tako da

funkcija bude neprekidna i u tim dvjema tockama. Imamo redom:

lim f(x) = f) = lim(a-x+b) =1-1=a-14b=0=a+b=0;

ﬁl})l fx)=f0)= 1i1})1(a-x+b)=0+1:>a-0+b=1:>b=1:>a=—1.

In(¢+1), zat=>0;
b)f(t)=<a-t+b,za —1<t<0;

sin(g-tj, zat<-1.
2

Rjesenje: f je definirana pomo¢u kompozicije logaritamske funkcije i polinoma 1.
stupnja, polinoma 1. stupnja i kompozicije trigonometrijske funkcije i polinoma 1.
stupnja. Sve te funkcije su neprekidne svugdje gdje su definirane. ,,Problemati¢ne
su tocke u kojima se mijenja pravilo funkcije, a to su t=-1 1 t=0. Zbog toga treba
odrediti a,be R tako da funkcija bude neprekidna i u tim dvjema tockama. Imamo

redom:

lim £ (1) = f(0)=> lim(a-t+b) =In(0+1) = a-0+b=0=>b=0,
lim ()= (1) :>t_1>i({111)+(a-t+b):sin(%-(—l)j:a-(—1)+b:—1:>

=>—-a+0=-1=a=1.
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3
4. Akoje g: ]R_><_§ §>, g(y)zarctg(y;l}izraéunajte limﬂg’l(y).
yo

4

Rjesenje: Odredimo najprije pravilo inverza zadane funkcije. Imamo redom:

*+1
x:arctg(y2 j tg

3

y +1
tg x= /2
£ 2

2-tgx:y3+1,

y=32-tgx=1=g"(»)=32-tgy-1

Zbog toga je:

L=lim32 tgy-1= =2 hm (tgy)-1=372- tg( J 1=x21-1=1.
y—>f y—>f
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5. Moze li se funkcijaf(x):th( 22) dodefinirati u tocki ¢=2 tako da dobivena

xX—

funkcija bude neprekidna na R ? Obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenje: Racunamo limes slijeva i limes zdesna u tocki ¢=2. Imamo:

2 2 zamjena:
. 2 . 6172 —e x—2
L =lim| th =lm| ———— |=yt=x-2 =
x—2— x_z x—2— = -—=
e +e 2 kadx —2—, ondat —0—
2 2 4
. f—e! . |le—=1] 0-1
=1lim = lim =——=-1,
>0-| 2 2| iso-| 4 0+1
e +e! e +1
2 2 zamjena:
. 2 . 6172 —e x—2
L,=1lim| th =lim| ——— |={t=x-2 =
x—2+ x_z x—2+ = <
et te 7 kad x — 2—, ondar —0—
2 2 _4
. ! ! . | 1-e! 1-0
= lim =lim =—=1
t—0+ 2 _2 t—0+ _4 1+0
e’ +e! l+e !

Vidimo da su izracunani limesi razli¢iti, pa trazeno dodefiniranje nije moguce.

6. Dokazite da funkcija g:R — R definirana pravilom g(¢)=t+cost ima nultocku u
segmentu [—1,0].

Rjesenje: Odredimo
g(=1)-g(0)=(=14+cos(—1))-(0+cos0)=(cos1—=1)-(0+1)=cos1-1<0,

pa slijedi tvrdnja.
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7. Dokazite ili opovrgnite protuprimjerom:

a) Ako funkcija 7 definirana na segmentu [a,b] ima svojstvo f(a)- f(b)<0, onda f

ima nultocku u tom segmentu.

b) Ako neprekidna funkcija / definirana na segmentu [a,b] ima svojstvo

f(a)- f(b)<0, onda fima jedinstvenu nultocku u tom segmentu.

c) Ako neprekidna funkcija £ definirana na segmentu [a,b] ima svojstvo

f(a)- f(b)>0, onda fnema nijednu nultocku u tom segmentu.

Rjesenje: Nijedna od triju navedenih tvrdnji nije to¢na.

-1, zax <0,
a) Protuprimjer tvore funkcija f:R — R definirana pravilom f(x) ={1 L.

, inace,
i bilo koji segment [a,b] takav da je a<0<b. Ocito je

f(a)- f(b)=(-1)-1=—1<0, a fnema nijednu realnu nultocku.

b) Protuprimjer tvore funkcija f:R — R definirana pravilom f(x)=cosx i npr.
segment [0,3-7]. Ocito je f(0)- f(3-m)=cos0-cos(3-m)=1-(-1)==1<0, a fima

totno  tri  realne  nultocke u  navedenom = segmentu  (to = su

T 3 . 5
X 25, X, ZE'TE 1 X ZE'TE).
c) Protuprimjer tvore funkcija f:R—R definirana pravilom f(x)=x"—1 i bilo
koji segment [a,b] takav da je a<-l<l<b. Oc¢ito su f(a)>0 i f(b)>0,
otkuda slijedi f(a)- f(b)>0. Medutim, f ima tocno dvije realne nultocke u

segmentu [a,b] .
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