4.7.

DERIVACIJA
FUNKCIJE



4.7.1. DERIVACIJA
FUNKCIJE U TOCKI.

¢ Neka je 7 realna funkcija, a ¢ bilo koja
tocka iz prirodne domene funkcije £

* Vrijednost Li_rg[f(x)_f(c)

— ](ako postoji) nazi-
vamo derivacija funkcije 7 u tocCki c i
oznac¢avamo s J (¢) .

* f(c) se geometrijski interpretira kao
koeficijent smjera tangente na graf
funkcije f u tocki s apscisom x = c.
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4.7.1. DERIVACIJA
FUNKCIJE U TOCKI.

f(x)=e -1, ¢c=0

¢ f(0) je koeficijent smjera tangente na graf
funkcije £ u tocki ¢ = 0.
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4.7.2. NAPOMENE

Derivacija funkcije u tocki moze se interpretirati i
na jos neke nacine. To su npr.

1 ekonomski: npr. stopa promjene potraznje ili
ponude prigodom povecanja ili smanjenja cijene;

2. kinematickl: trenutna brzina tijela koje se giba
po pravcu u trenutku ¢ = ¢ (ova interpretacija
ima smisla samo za ¢ > 0).

Takoder, derivacija funkcije u tocki moze se
definirati i pomocu izraza:

oy Jeth)— f(o)
f (¢)=lim .
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4.7.3. DERIVACIJA FUNKCIJE.

¢ Preslikavanje
c— f(¢)

¢ koje svakoj tocki ¢ (iz prirodne domene
funkcije ) u kojoj postoji f'(¢) pridruzuje
vrijednost f (c) nazivamo derivacija funk-
cije i oznac¢avamo s/ .

¢ Vazno: Ako su A prirodna domena
funkcije /' 1 B prirodna domena funkcije £,
onda vrijedi inkluzija: A € B.
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4.7.4. DERIVACIJE
ELEMENTARNIH FUNKCIJA.

¢ Tablicu derivacija nekih elementarnih
funkcija vidjeti u Repetitoriju
matematike za studente elektrotehnike.

¢ T'e derivacije mogu se izvesti ili izravno
iz definicije ili koriste¢i osnovna pravila
za, deriviranje.
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4.7.5. OSNOVNA PRAVILA ZA
DERIVIRANJE.

Za bilo koje derivabilne funkcije f,2: D < R — R vrijedi:
1. (2) =0, VaeR

2.(a-f)=a-f ,YaeR

3.(ftg) =/ g

4.(f-g)=f-g+f-g . (OPREZ:(f-g) #f -g.)

5. [1] :f"g_zf'g'.(OPREZ:(i] iL.'.)
g g g) g

6. (fog) =(f °2)g.




@ : Matematika 1 4.7.
\—" | (strucni prijediplomski | Derivacija funkcije

 roreomomaoneenss | studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

1. Naslici 1. plavom bojom je prikazan graf funkcije £

|

| 5
\

4
4

Slika 1.

Odredite:
a) domenu funkcije £

Rjesenje: Sa slike vidimo da je funkcija definirana za svaki realan broj u
segmentu [—5,4] razli¢it od -3. Dakle, D(f)=[-5,4]\{-3}.

b) skup svih nultocaka funkcije £

Rjesenje: Trazimo prve koordinate sjeciSta zadanoga grafa sa osi apscisa. Te
koordinate su oc¢ito —4, -2, 1 i 3. Dakle, N(f)={-4,-2,1,3}.

c) skup svih toc¢aka prekida funkcije £
Rjesenje: fima prekid samo u tocki x=0. Dakle, B(f)={0}.
d) skup svih toc¢aka u kojima je fneprekidna, ali ne i derivabilna;

Rjesenje: Trazene tocke su ,Spicevi“ (,ostri vrhovi“) grafa funkcije £ u kojima
krivulja nije glatka, te rubovi domene u kojima f nema derivaciju. Apscise tih
tocaka su redom -5, 1, 31 4. Dakle, S ={-5,1,3,4}.
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@ : Matematika 1 4.7.
\—" | (strucni prijediplomski | Derivacija funkcije

T roureomemmenaee | studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

e) f(2+f(2;

Rjesenje. Svaki pribrojnik jednak je koeficijentu smjera tangente povucene na
graf funkcije fu pripadnoj tocki grafa. Zbog toga odredimo te koeficijente.

Iz slike vidimo da tangenta povucena na graf funkcije £ u tocki (-2, 0) prolazi i
tockom (0, —2). Zbog toga je njezin koeficijent smjera jednak:

To znadi da je f (-2)=-1.

Analogno vidimo da je tangenta povuCena na graf funkcije 7 u tocki (2, 1)
usporedna s osi apscisa. Svaki pravac usporedan s osi apscisa ima koeficijent
smjera jednak 0. Dakle,

k,=f(2)=0.
Tako zakljucujemo da je trazeni zbroj jednak:
f(=)+f(2)=—1+0=—1.

f) povrsinu trokuta kojega zatvaraju tangente povucene na graf funkcije f u
tockama s apscisama —4, -2 i 2.

Rjesenje: 1z slike vidimo da se povucene tangente sijeku u tockama (-6, 1),
(-3, 1) i (0, —2). Te tocke su ujedno i vrhovi trokuta ¢iju povrsinu trazimo.

Duzina ¢iji su krajevi u tockama (-6, 1) i (-3, 1) je jedna osnovica toga trokuta.
Pravac na kojemu lezi visina povucena iz vrha (0, —2) na tu osnovicu je os
ordinata. Tako zakljucujemo da su duljina osnovice a=-3—-(-6)=-3+6=3 jed.
duljine i duljina visine povucene na tu osnovicu v, =2+1=3 jed. duljine, pa je

trazena povrsina jednaka:

P= 3-3=% kv. jed.

1
2
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@ : Matematika 1 4.7.
\—" | (strucni prijediplomski | Derivacija funkcije

 roreomomaoneenss | studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

2. Iskljucivo koristec¢i definiciju derivacije funkcije odredite derivacije funkcija:
a) f(x)=x;

Rjesenje: Prirodna domena svih triju funkcija je skup R. Zbog toga ¢emo odrediti

derivaciju svake od njih u bilo kojoj tocki ce R shvacajuéi ¢ kao konstantu.
Dobivena vrijednost bit ¢e funkcija varijable ¢. Promjenom naziva varijable dobit

¢emo trazeno pravilo derivacije.

X—cC X—C
=1im(x_CJ=
X—cC x—C
=lim(l) =
=1=
f(x)=1.

b) g(¢) =sint;

Rjesenje: Primijenit ¢emo identitet:

- +
sinx—siny:2-sin(x2yj-cos(x2yj, Vx,ye R.

Tako redom imamo:

g'(c>=nm(g(f>‘g(c>j=

r—c

. (sint—sinc
t—c t_c

=lim =
t—c t_ C
t—c
sin| ——
2 j . t+c
=| lim -[hm(cos (—DJ =
t—c t—c t—c 2
2
. t—c
zamjena: x =——
= 2 =

kadt — ¢, ondax—0

[98)
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@ : Matematika 1 4.7.
\—" | (strucni prijediplomski | Derivacija funkcije

roveamemnonsee | studij elektrotehnike) - zadaci
Elektrotehnicki odjel
=| lim -| cos =
x—0 X 2
=—-CoSCc=
1
=Ccosc=>
g (t) =cost.

¢) h(w)=e".

Rjesenje: Imamo redom:

kao:nm(ﬁﬁﬂ:ﬁﬁijz

w—c w—=C

. [ e"—ef
=11m[ Jz
w—c W_C
:lim[MJ:
w—c V_C

(i) i £ )-

{zamjena: x=w-c }

kadw —c¢, ondax— 0

. { [e‘—lD
=¢e-| lim =
x—0 X

=e‘. 1=

=e =
h(w)=e".
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@ : Matematika 1 4.7.
\—" | (strucni prijediplomski | Derivacija funkcije

- ;’r_\l;H-I(L_Hr.,|;::uu.|)A.rsq.nn-n-N;‘P Studij elektrotehnike) - ZadaCi

Elektrotehnicki odjel

3. Odredite f i f'(1) ako su:
a) f(x) =x"" +2024- x+2025;

Rjesenje: U svim podzadacima primjenjujemo osnovna pravila za deriviranje i

tablicu derivacija elementarnih funkcija.

f1(x)=2023- x5 +2024-1+0=
=2023-x2 +2024 =

£ (1)=2023-1"2 +2024 =
=2023+2024 =
=4047.

b)f(t)=1nt—%;

RjeSenje: f (t) = %— (¢ ) =

:1_(_1){2:
t
L N
t
' 11
f(1)=I+I=
=1+1=
=2.

o)f(u)y=e"—e-u;

Rjesenje: f (u)=¢"—e-1=

=e"'-e>
f()=e'-e=
—e—e=
=0.

d)f(V) = (COSI—Sin 1) . (Sin Vv —Cos V),

Rjesenje: f'(v) =(cosl—sinl)-(cosv+sinv) =
f (1) =cos’1-sin’1=
=cos(2:-1)=

=cos?2.
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 1
(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike)

4.7.

Derivacija funkcije

- zadaci

e)f(x)=2-(x2—x+1)-ex;

Rjesenje:

f'(x)=2-((x2—x+1)'-ex+(x2—x+1)-(ex)v):

=22 x-1-e +(x*—x+1)e" =

2.

(x2+x)-ex,

f)=2-(1+1)-e'=
=4-e.

f)f(x)zz-(l—ij;
X

+1
Rjesenje: f'(x)=2-[0—0'(x+
(x+1)?
4
(x+1)*
, 4
1 — —
S ® (1+1)*
_4_
4
=1.
Int
g f)=—:
t
' 1-t—lnt-l
Rjesenje: f (t)=tt—2=
I-Int
, 1-Inl
f = T
1
=1.
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Matematika 1
(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

4.7.
Derivacija funkcije
- zadaci

h) f(u)=3-

Rjesenje: f'(u) =3.

u—1
u' -4

(1-0)- (e’ —4)—@-1)-2-u*" -0)

(v ~4)
WA w=D2u
(w ~4)
:3.u2—4+2-u—2-u2
(w ~4)
L, H2u—4
(w -4)
(-3)-(u*-2-u+4)
= ) -
(" ~4)
, -3)-(1*=2-1+4
P A Ut
(1-4)
_(=33_
(-3)°
_9_
= =
=-1.
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@ : Matematika 1 4.7.
\—" | (strucni prijediplomski | Derivacija funkcije

 roreomomaoneenss | studij elektrotehnike) - zadaci

Elektrotehnicki odjel

4. QOdredite sve nultocke funkcije f ' (tzv. stacionarne tocke funkcije ) ako su:
a) f(x)=x"-50-x +2023;

Rjesenje: Prirodna domena svih funkcija, osim funkcije iz d) podzadatka, je skup R.

Prirodna domena funkcije iz d) podzadatka je skup (0, +00). U svakom podzadatku
najprije ¢emo odrediti pravilo funkcije f i potom nadi sva realna rjesenja
jednadzbe f' =0. U svim podzadacima osim d) ta realna rjeSenja bit ¢e ujedno i
rjeSenja zadatka. U podzadatku d) morat ¢emo odabrati samo strogo pozitivna

rjeSenja pripadne jednadzbe.

Pri odredivanju derivacije primjenjujemo osnovna pravila za deriviranje i tablicu

derivacija elementarnih funkcija.

f(x)=4-x-50-2-x+0=

=4.x*-100- x;
4.-x°-100-x=0, /:4
x+(x* =25)=0,

x-(x+5)-(x-5)=0,

x, =0, x,=-5, x, =5,

N(f')={-5.0.5}.
b)f(y)=2-(y=1)-e" +e™;

Rjesenje: f (y)=2-((1-0)-¢" +(y—1)-¢') =

:2.y.ey;
2-y-e¢" =0, /:2-¢">0
y=0,
N(f')=fo}
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@ : Matematika 1
“—" | (strucni prijediplomski

- ;’-'.\l;'n-‘l:i.Hr;l(:l.lu.l)Aqu.nn-ert‘r- S‘tule elek‘tro‘tehnlke)

Elektrotehnicki odjel

4.7.
Derivacija funkcije
- zadaci

) f(z)= Lf+1n(2025);
=

4-e—4-z-€¢°

()

_4e(1-2)

Rjesenje: f '(z) =

d) f(w) :5'(2-lnw—1).w2+20242023;

Riesenje: f (w) =5-[[2-l—0j-w2+(2-1nw—1)-2-wj:
W

=5-Q2-w+4-w-Inw-2-w)=

=20-w-Inw;
200w-Inw=0, /:20-w>0
Inw=0,
w=e’ =1,

N(f)={1}.
e)f(t)=10-(sint—t-cost)—11-m;

Rjesenje: f (t)=10-(cost—(1-cost+t-(—sint))) =
=10-(cost—cost+1-sint) =
=10-¢-sint;

t-sint =0,
(t=0)v (sint=0),
t=0)v(t=k-m, keZ),

N(f')={k-n:kez}.
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@ : Matematika 1 4.7.
Derivacija funkcije

(strucni prijediplomski
studij elektrotehnike) - zadaci

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

f) f(q)=20-(g-sing+cosg)+21-m.

Rjesenje: f'(q):20-(1-sinq+q-cosq—sinq)+0=
=20-g-cosgq,
20-g-cosqg=0, /:20
q-cosq=0,
(g=0)v(cosg=0),

(q:O)v(q:§+k-n,ke Zj,

N(f')z{gﬂc-n:ke Z}U{O}.
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