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1. Naslici 1. plavom bojom je prikazan graf funkcije £

|
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4
4

Slika 1.

Odredite:
a) domenu funkcije £

Rjesenje: Sa slike vidimo da je funkcija definirana za svaki realan broj u
segmentu [-5,4] razli¢it od -3. Dakle, D(f)=[-5,4]\{-3}.

b) skup svih nultocaka funkcije £

Rjesenje: Trazimo prve koordinate sjeciSta zadanoga grafa sa osi apscisa. Te
koordinate su oc¢ito —4, -2, 1 i 3. Dakle, N(f)={-4,-2,1,3}.

c) skup svih toc¢aka prekida funkcije £
Rjesenje: fima prekid samo u tocki x=0. Dakle, B(f)={0}.
d) skup svih toc¢aka u kojima je fneprekidna, ali ne i derivabilna;

Rjesenje: Trazene tocke su ,Spicevi“ (,ostri vrhovi“) grafa funkcije £ u kojima
krivulja nije glatka, te rubovi domene u kojima f nema derivaciju. Apscise tih
tocaka su redom -5, 1, 31 4. Dakle, S ={-5,1,3,4}.
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e) f(2+f(2;

Rjesenje. Svaki pribrojnik jednak je koeficijentu smjera tangente povucene na
graf funkcije fu pripadnoj tocki grafa. Zbog toga odredimo te koeficijente.

Iz slike vidimo da tangenta povucena na graf funkcije fu tocki (-2, 0) prolazi i
tockom (0, —2). Zbog toga je njezin koeficijent smjera jednak:

To znadi da je f (-2)=-1.

Analogno vidimo da je tangenta povuCena na graf funkcije 7 u tocki (2, 1)
usporedna s osi apscisa. Svaki pravac usporedan s osi apscisa ima koeficijent
smjera jednak 0. Dakle,

k,=f (2)=0.
Tako zaklju¢ujemo da je trazeni zbroj jednak:
=2+ f(2)=-1+0=—1.

f) povrsinu trokuta kojega zatvaraju tangente povucene na graf funkcije f u
tockama s apscisama —4, -2 i 2.

Rjesenje: 1z slike vidimo da se povucene tangente sijeku u tockama (-6, 1),
(-3, 1) i (0, —2). Te tocke su ujedno i vrhovi trokuta ¢iju povrsinu trazimo.

Duzina ¢iji su krajevi u tockama (-6, 1) i (-3, 1) je jedna osnovica toga trokuta.
Pravac na kojemu lezi visina povucena iz vrha (0, —2) na tu osnovicu je os

ordinata. Tako zakljucujemo da su duljina osnovice a=-3—-(-6)=-3+6=3 jed.
duljine i duljina visine povucene na tu osnovicu v, =2+1=3 jed. duljine, pa je

trazena povrsina jednaka:

P= 3-3=% kv. jed.

1
2
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2. Iskljucivo koristeci definiciju derivacije funkcije odredite derivacije funkcija:
a)f(x)=x;

Rjesenje: Prirodna domena svih triju funkcija je skup R. Zbog toga ¢emo odrediti

derivaciju svake od njih u bilo kojoj tocki ce R shvacajuéi ¢ kao konstantu.
Dobivena vrijednost bit ¢e funkcija varijable ¢. Promjenom naziva varijable dobit

¢emo trazeno pravilo derivacije.

f'(c)=lim(M) li (—)—hm(l) 1= f (0=1.
X—C X—C

b) g(t) =sint;

Rjesenje: Primijenit ¢emo identitet:

. . . - +
s1nx—s1ny:2-s1n(x2yj-cos(x

yj, Vx,ye R.

Tako redom imamo:

t—c t—c

t—c t—c e t—c

. (t—cj (t+cj
. . 2-sin| — |-cos| ——
g(t)—g(c)}zhm(smt—smcj:hm 2 2

g'(c)zlim(

. ( 2 j [ ( (H-CJD zamjena:x:—t c
-| im| cos| — = 2 =
t—c t C t—c 2

=| lim
) kadt —c¢, ondax—0

. (sinx c+c 1 .
=| lim -| cos =—-cosc=cosc = g (t) =cost.
x—0 X 2 1

c) h(iw)=¢e".

Rjesenje: Imamo redom:

h(c)= lim(—h(w) —h(e) ) = nm(—" —¢ J = nm(—" RGN J
w—c W —_— C w—c W —_— C w—c v —_— C
=(1irn(e”))~ lim -1 zamjena: x=w-—c¢
woe woel w—c kadw—c¢, ondax —0

= (lim(e _ln=ec d=e" = h(w)=¢".
x—0 X
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3. Odredite f i f'(1) ako su:
a) f(x) =x"""+2022- x+2020;

Rjesenje: U svim podzadacima primjenjujemo osnovna pravila za deriviranje i

tablicu derivacija elementarnih funkcija.

f'(x) =2021- """ +2022-1+0=2021- x**° + 2022 =
f (1) =2021-12"° 42022 = 2021 + 2022 = 4043.

b)f(t)=1nt—%;

, 1 ] 1 1
Rjesenje: f()=-—(t") ===(-D)-17 =-+5 >
t t r ot

f'(l):%+%:1+1=2.
o) fu)=e"—e-u;
Rjesenje: f (u)=e"—e-1=¢"—e= f (1)=0.
d) f(v) = (cos1—sin1)-(sinv—cosv);

Rjesenje: f'(v) =(cosl—sinl)-(cosv+sinv) =
£ (1)=cos>1—sin>1=cos(2-1) = cos 2.

e>f<x>=2-(1—ij;
X

+1
Rjesenje: f(x)=2- 0_0'(x+1)—2;(1+0) 5. 2 - 4 o
(x+1) (x+1) (x+1)
v 4 4
S @ (1+1)> 4
Int
£) £ (1) =—;
t
1
~-t—Int-1
Y. ' 1-Int
RjeSenje: f (1) =1 - = .
v 1-In1 1-0
f = 7 =T:1
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u—1
u -4

g) fu)=3:

: 1-0)-(u>=4)-u-1)-2-u*"-0
Rjesenje: f(u):3~( ) (u ) (=l 2w )=

(v ~4)
:3.u2—4—(u—12)~2‘u :3.1/12—44—2'1/1—22'1/12
(u2—4) (u2—4)
g w2 u—d_ (-3)-(u*-2-u+4) _
T )
F D= (-3)-(1"-2-1+4) (3).3_—9
(7 -4) =3 9

4. Izracunajte f (0) ako je:
a) f(x)=e¢" -sinx;

Rjesenje: U svim podzadacima primjenjujemo pravila za deriviranje umnoska,

odnosno koli¢nika dviju funkcija, te tablicu derivacija elementarnih funkcija.

f'(x):ex~sinx+ex~cosx:(sinx+cosx)~ex =

£(0)=(sin0+cos0)-e” =(0+1)-1=1.

cost

b) f(1)=

e’

C e —sint-e' —cost-e’ (—sint—cost)-e' sint+cost
Rjesenje: f (t)= =( ) =—

(¢') (¢') ¢

sinO+cosO _ O+1 _

0y = — 1
f(0) o "
¢)f(u)y=chu-tgu.
VI chu
Rjesenje: f (u)=shu-tgu+——=
cos” u
£ =sh0-1g 0420 —0.04 L =0+1=1.
cos” 0 1
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5. Odredite sve nultocke funkcije f (tzv. stacionarne tocke funkcije ) ako su:
a) f(x)=x"-50-x" +2021;

Rjesenje: Prirodna domena svih funkcija, osim funkcije iz d) podzadatka, je skup R.

Prirodna domena funkcije iz d) podzadatka je skup (0, +00). U svakom podzadatku
najprije ¢emo odrediti pravilo funkcije f' i potom naéi sva realna rjesenja
jednadzbe f' =0. U svim podzadacima osim d) ta realna rjeSenja bit ¢e ujedno i
rjeSenja zadatka. U podzadatku d) morat ¢emo odabrati samo strogo pozitivna

rjeSenja pripadne jednadzbe.

Pri odredivanju derivacije primjenjujemo osnovna pravila za deriviranje i tablicu

derivacija elementarnih funkcija.
f(x)=4-=50-2-x+0=4-x*-100-x;
4. -100-x=0, /:4
x-(x*=25)=0,
x-(x+5)-(x-5)=0,
x,=0, x,=-5, x; =5,

N(f')={-5.0.5}.
b)f(»)=2-(y=1)-e" +e™;

Rjesenje: f'(y)=2-((l—0)-e"+(y—1)-e"') =2-(e"+y-e"'—e")=2-y-e";
2-y-e=0, /:2-¢">0
y=0,

N(f')={o}.
4.7
¢) f(2) = —=+1n(2021);
=

et —d-z-et 4t (l-z) -z

© ey e

v 4
Rjesenje: f (z)=

4220, 11250
e e

1-z=0,

z=1,
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d)f(W) =5'(2-lnw—1).w2 +20212022;

Rjesenje: f'(w)=5-[(2-i—0j-w2+(2-1nw—1)-2-wj:
w
=5-Q2-w+4-w-Inw-2-w)=20-w-Inw;
200w-Inw=0, /:20-w>0
Inw=0,

w=e =1,
N(f)={1}.
e)f()=10-(sint—t-cost)+11-m;

Rjesenje: f'(t) =10-(cost—(1-cost+t-(—sint))) =10-(cost —cost+1-sint) =10-¢-sint;

t-sint =0,
(t=0)v (sint =0),
(t=0)v(@t=k-n, keZ),

N(f)={k-n:kez}.
f)f(g)=20-(q-sing+cosq)—21-m.

Rjesenje: £ (q) =20-(1-sing+gq-cosq—sing)+0=20-g-cosgq,
20-g-cosq=0, /:20
q-cosq =0,
(g=0)Vv(cosg=0),

(q=0)v(q=g+k-n,ke Zj,

N(f) :{gﬂc-n:ke Z}U{O}.
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IZBOR ZADATAKA S KOLOKVIJA

1. Zadana je realna funkcija f(x)= Sinx - Izracunajte f (7).
Rjesenje: f (x)=m- x-cosx;l-sinx — 1. x-cosxz—sinx
X X
1 2
' T-COST—SINT —7
f (Tc) =T ) = 2 = —1'
T T

2. Zadana je realna funkcija h(t)=t-sint. Izra¢unajte h (gj

Rjesenje : B ()=1-sint+1-cost=sinf+7-cost =
B Z | =sin| Z |+ Z cos| X |=1.
2 2) 2 2

3. Zadana je realna funkcija h(f) =t-cost . Izra¢unajte h'(2-m).

Rjesenje: hy(t) =1-cost+1¢-(—sint) =cost—¢-sint =
h(2-m)=cos(2-m)—2-m-sin(2-m) =1.
4. Zadana je realna funkcija h(f)=¢*-Int . Izracunajte h'(1).

: 1
RjeSenje:h (t)=2-t-Int+t>-~=2-t-Int+t =
t

h()=2-1-In1+1=0+1=1.

5. Zadana je realna funkcija g(z) :Lt. Izracunajte g (1).
e

e —t-e _ e -(1-1) _1-t -
0 I )
1—

g (1)=—=0.
e

, 1
Rjesenje: g (t) =
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