TVZ Vjerojatnost i Slucajne varijable —
statistika zadaci za ponavljanje
teacrove eueLse o zcreee | (preddiplomski struéni

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE .. .
Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike)

1. U Poreznoj upravi Frkljevci ukupno 20 poreznih obveznika treba predati poreznu
prijavu. Na temelju podataka iz prethodnih godina utvrdeno je da u prosjeku jedna
od cCetiri porezne prijave nije ispravno ispunjena. Uz pretpostavku da su brojevi
neispravno ispunjenih poreznih prijava raspodijeljeni prema binomnoj razdiobi,

Izracunajte:
a) ocekivani broj neispravno ispunjenih poreznih prijava;

b) vjerojatnost da ¢e sve porezne prijave biti ispravno ispunjene. (Izrazite dobiveni
rezultat u postotcima i zaokruzite ga na dvije decimale.)

Rjesenje: Neka je X binomna slucajna varijabla koja mjeri ukupan broj neispravno
ispunjenih poreznih prijava. Odredimo njezine parametre.

Ukupan broj izvedenih pokusa jednak je ukupnom broju predanih poreznih prijava,
tj. n=20.

Odredimo vjerojatnost uspjeha u jednom pokusu, odnosno vjerojatnost da slucajno
odabrana prijava bude ispravno ispunjena. Iz zadanih podataka zakljucujemo da su

. e .. . . . . . . 3
od ukupno cetiri porezne prijave ispravno ispunjene njih tri, pa je p =Z=O.75.

Dakle, X ~ B(ZO, %j

a) Odredimo najprije matematicko ocekivanje varijable X. Ono je jednako
3

E(X)zZO-Z=15. To znac¢i da je ocekivani broj ispravno ispunjenih poreznih
prijava jednak 15. Odatle slijedi da je ocekivani broj neispravno ispunjenih
poreznih prijava jednak 20-15=5.

b) Trazimo P(X =20). Ta vjerojatnost je jednaka:

) _P(X_ZO)_FTO_ 3 486 784 401
20— - |

= =0.00317 = 0.32%.
4 1099 511 627 776
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2. U tvornici elektricnih zarulja 7 bi svjetio iz Podbablja utvrdili su da se prosjecno
proizvede 2% neispravnih Zarulja. Na slucajan nacin izabire se toéno 50 uzoraka od
kojih svaki sadrzi 20 zarulja. Uz pretpostavku da su brojevi neispravnih zarulja
raspodijeljene prema binomnoj razdiobi, izracunajte:

a) ocekivani ukupan broj uzoraka u kojima su sve zarulje ispravne;

b) vjerojatnost da slucajno odabrani uzorak sadrzi barem dvije neispravne zarulje.
(Izrazite dobiveni rezultat u postotcima i zaokruzite ga na dvije decimale.)

Rjesenje. Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava broj uzoraka u
kojima su sve zarulje ispravne. Odredimo njezine parametre.

Ukupan broj izvedenih pokusa jednak je ukupnom broju uzoraka. Dakle, n=>50.

[zra¢unajmo vjerojatnost da su u slucajno odabranom uzorku sve zarulje ispravne.
. . . . 1
Vjerojatnost da je slucajno odabrana zarulja neispravna iznosi 2% =% =0.02. Zbog

. . . . y - . 1 49
toga je vjerojatnost da je slucajno odabrana zarulja ispravna jednaka 1—%=%.

Odatle zakljucujemo da vjerojatnost da je svih 20 zarulja koje tvore uzorak

49"
ispravno iznosi p = (%j =(.66761.

Dakle, X ~ B(50, 0.66761).

a) Trazeni je broj jednak (matematickom) ocekivanju varijable X. Ono iznosi
E(X)=n-p=50-0.66761=33.4=33. Dakle, trazeni je broj jednak 33.

b) Promotrimo suprotan dogadaj, tj. da uzorak sadrzi najvise jednu neispravnu
zarulju. Izracunajmo vjerojatnost toga dogadaja. On se razlaze na tocno dva
disjunktna dogadaja: da su sve zarulje u uzorku ispravne i da uzorak sadrzi

tocno jednu neispravnu zarulju. Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka:
=SS ()
p=1-| = T 2] -2 =
50 19 ) \ 50 50

20 19
=1- [QJ +29- [QJ L = (0.05989 =5.99%.
50 50) 50
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3. Tvornica alkoholnih pi¢a Cokanjcic iz Sljivovca proizvodi rakiju. Uogeno je da 0.5%
boca rakije ima volumni udio alkohola manji od deklariranoga. Na slucajan nacin
izabran je uzorak od 1000 boca. Uz pretpostavku da su brojevi boca u kojima je
volumni udio alkohola manji od deklariranoga raspodijeljeni prema Poissonovoj
razdiobi, izracunajte:

a) ocekivani broj boca rakije u tom uzorku u kojima je volumni udio alkohola
manji od deklariranoga;

b) vjerojatnost da uzorak sadrzi najviSe Cetiri boce u kojima je volumni udio
alkohola manji od deklariranoga. (Izrazite dobiveni rezultat u postotcima i
zaokruzite ga na dvije decimale.)

Rjesenje. Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava broj rakije u
kojima je volumni udio alkohola manji od deklariranoga. Odredimo njezin
parametar.

Ukupan broj pokusa jednak je ukupnom broju boca u uzorku, tj. n=1000.
Vjerojatnost da slucajno odabrana boca ima volumni udio alkohola manji od

0.5 5
deklari jednaka je p=0.5%=——=—— Zbog toga je:
eklariranoga jednaka je p °=100 " 1000 og toga je
5
A=n-p=1000-——=5.
1000

Dakle, X ~ Po(5).

a) Trazimo matematicko ocekivanje varijable X. Ono je jednako njezinom
parametru, tj. E(X)=A=5. Dakle, trazeni broj je jednak 5.

b) Trazimo P(X <4). Ta vjerojatnost je jednaka:

4 Sk o 45k B 5 52 53 54 .
PX=9 Z(k!ej (zk! i R TRETRETRT)

k=0 k=0

= 5?23 e~ =0.44049 = 44.05%.
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4. Vjerojatnost pojave kratkoga zastoja pri dnevnom emitiranju signala odasiljaca
iznosi 4%. Pretpostavimo da jedan mjesec ima 30 dana, a da jedna godina ima 365
dana. Uz pretpostavku da su brojevi pojava kratkoga zastoja raspodijeljeni prema
Poissonovoj razdiobi, izracunajte:

a) ocekivani godisnji broj pojava kratkoga zastoja;

b) vjerojatnost da se u jednom tjednu (= 7 dana) dogodi barem jedan kratak
zastoj. (Iskazite dobiveni rezultat u postotcima i zaokruzite ga na dvije
decimale.)

Rjesenje: a) Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja mjeri ukupan godi$nji
broj pojave zastoja. Ukupan broj izvedenih pokusa jednak je n=365. Vjerojatnost
,uspjeha“ u jednom pokusu je p=4%. Zbog toga parametar varijable X iznosi:

A=365-4%=14.6.

Dakle, X ~ Po(14.6). Trazeni je broj jednak (matematickom) ocekivanju varijable

X, a ono je jednako parametru te varijable. Dakle, E(X)=14.6=15.

b) Neka je Y Poissonova sluc¢ajna varijabla koja mjeri ukupan tjedni broj pojave
zastoja. Ukupan broj izvedenih pokusa jednak je n=7. Vjerojatnost ,uspjeha“ u
jednom pokusu je p=4%. Zbog toga parametar varijable Y iznosi:

A=7-4%=0.28.

Dakle, Y ~ Po(0.28).

Trazena je vjerojatnost jednaka P(Y >1). Koristeéi vjerojatnost suprotnoga

dogadaja odmah dobivamo:

028" o
T.e =1

PY>D)=1-PY <)=1-PY =0)=1- —e "% =0.24422 =~ 24.42%.
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5. Pacijentu je potrebna transplantacija bubrega. Bubreg mora donirati prikladni
donator. Vjerojatnost da je sluéajno odabrani donator prikladan iznosi 10%. Ispituje
se prikladnost svakoga donatora na popisu sve dok se ne pronade prvi prikladan
donator. Izracunajte vjerojatnost da ¢e biti ispitano najvise sedam donatora.
Izrazite dobiveni rezultat u postotcima i zaokruzite ga na dvije decimale.

Rjesenje. Neka je X slucajna varijabla koja oznacava ukupan broj ispitanih
donatora. X je geometrijska slucajna varijabla s parametrom p=10% =0.1. Dakle,
X ~G(0.1).

Neka je F' pripadna funkcija razdiobe vjerojatnosti. Treba izracunati P(X <7).

Imamo redom:

p=P(X <7)=F(T)=1-(1-0.1) =1-0.97 =0.5217031 =~ 52.17%.

6. Vjerojatnost da ¢e dalmatinski pas (,dalmatiner®) na tijelu imati tocno 15 pjega
iznosi 80%. Na izlozbi pasa strucni ziri broji pjege na svakom dalmatinskom psu sve
dok ne pronade psa koji na svojemu tijelu ima tocno 15 pjega. Izracunajte
vjerojatnost da ¢e strucni ziri morati prebrojati pjege na barem pet pasa. Izrazite
dobiveni rezultat u promilima.

Rjesenje: Neka je X slucajna varijabla koja oznacava ukupan broj ispitanih pasa. X
je geometrijska slucajna varijabla s parametrom p=80% =0.8. Dakle, X ~ G(0.8).

Neka je F' pripadna funkcija razdiobe vjerojatnosti. Treba izracunati P(X =5).

Imamo redom:

p=P(X>25=1-P(X<4)=1-F(4)=(1-0.8)" =0.2* =0.0016 = 1.6 %.
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7. Na donjoj je slici prikazan dio grafa funkcije gustoce vjerojatnosti eksponencijalne
slucajne varijable X.

Slika 2.

Odredite (i obrazlozite postupak) P(X <1). Izrazite dobiveni rezultat u postotcima

i zaokruzite ga na dvije decimale.

Rjesenje: Pretpostavimo da je X ~ Ex(a), za neki a>0. Iz definicije funkcije

gustoce vjerojatnosti eksponencijalne slucajne varijable znamo da vrijedi jednakost
hI(I)l f(x)=a.

Iz slike se vidi da je
lim f(x) =1,

pa zakljucujemo da je a=1, odnosno X ~ Ex(1).

Koriste¢i definiciju funkcije razdiobe vjerojatnosti eksponencijalne slucajne
varijable, zakljucujemo da je trazena vjerojatnost jednaka:

FQ)=l-e" =1—¢7=0.86466 =~ 86.47%.
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8. Na pisa¢ Veleucilista u Piskorevcima u prosjeku se upute tri zahtjeva za ispis u
jednom satu. Pretpostavimo da je trenutak upucéivanja zahtjeva za ispis slucajan.
Neka je X eksponencijalna slucajna varijabla koja oznacava vrijeme (iskazano u
minutama) izmedu dvaju uzastopnih zahtjeva za ispis. Odredite:

a) ocekivano vrijeme (iskazano u minutama) proteklo izmedu dva uzastopna
zahtjeva za ispis;

b) vjerojatnost da ¢e izmedu dva uzastopna zahtjeva za ispis pro¢i najvise 5
minuta;

c) koliko najmanje minuta, pocevsi od trenutka upuéivanja prvoga zahtjeva, treba
cekati na drugi zahtjev tako da vjerojatnost upuc¢ivanja drugoga zahtjeva u tom
vremenu bude barem 90%.

Rjesenje: a) Prema podacima u zadatku, u jednom se satu na pisa¢ upute prosje¢no

1
tri zahtjeva za ispis. To znaci da izmedu dvaju zahtjeva protekne prosjecno 3 sata

= 20 minuta. Ta vrijednost je ujedno i trazeno ocekivanje varijable X.

b) Na temelju rezultata a) podzadatka mozemo odrediti parametar varijable X

Naime, znamo da je ocekivanje svake eksponencijalne slucajne varijable jednako

R o o y 1
reciprocnoj vrijednosti njezina parametra. Tako iz jednadzbe —=20 odmah
a

slijedi a=0.05, pa je X ~ Exp(0.05).

Trazena je vjerojatnost jednaka P(X <5). Neka je F funkcija razdiobe

vjerojatnosti varijable X. Koriste¢i tu funkciju odmah dobivamo:

P(X<5)=F(5)=1-¢"" =1-¢"% =0.2212=22.12%.

c) Neka je ¢ trazeno vrijeme. Znamo da mora vrijediti nejednakost
P(X £1)290%. Prema b) podzadatku je P(X<t)=F(t)=1-¢""", pa

dobivamo eksponencijalnu nejednadzbu:
1-e%" >90%=0.9.
Rijesimo tu nejednadzbu na uobicajen nacin:

1-e""209 """ 209-12¢"""<0.1-0.05t<In0.1 &

t= _In0.1 =—20~ln(iJ =-20-(In1-1In10) =20-1n10 = 46.052.
0.05 10 vy

Dakle, treba ¢ekati najmanje 46 minuta.

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 7



TVZ Vjerojatnost i Slucajne varijable —
statistika zadaci za ponavljanje
teacrove eueLse o zcreee | (preddiplomski struéni

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE .. .
Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike)

9. Najveca sijecanjska dnevna temperatura zraka u Konjskom Brdu je normalna
slucajna varijabla cije je oc¢ekivanje —2°C, a standardna devijacija 4°C.

a) Izracunajte vjerojatnost sljedeéih dogadaja:

A = {najveéa dnevna temperatura zraka u slucajno odabranom sijeCanjskom
danu nije bila veéa od 0°C};

B = {najveéa dnevna temperatura zraka u slucajno odabranom sije¢anjskom
danu bila je izmedu —5°C i -1°C};

C = {najveéa dnevna temperatura zraka u slucajno odabranom sijeCanjskom

danu bila je strogo veéa od —10°C}.

b) Odredite ocekivani broj sijecanjskih dana u kojima ¢e najveéa dnevna
temperatura biti strogo pozitivna. Zaokruzite dobiveni rezultat na mnajblizi
prirodan broj.

Rjesenje: Neka je X normalna slucajna varijabla iz zadatka. Prema podacima iz
zadatka zaklju¢ujemo da je X ~ N(=2,4%).

a) Za dogadaj A vrijedi:
P(A)=P(X <0).

Ta vjerojatnost je jednaka:
P(X<0)=F (@j _F Gj — F7(0.5) = 0.69146.

Za dogadaj B vrijedi:
P(B)=P(-5£X <-1).
Ta vjerojatnost je jednaka:

P(-5<X <-1)=F" (MJ—F* (ﬂj _F (lj_p* (_EJ -
4 4 4 4

=F(0.25)- F (-0.75)= F (0.25)— (1—- F"(0.75)) = F(0.25)+ F (0.75)—1=
=0.59871+0.77337-1=0.37208.

Za dogadaj C'vrijedi:
P(C)=P(X >-10).

Ta vjerojatnost je jednaka:
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P(X >-10)=1-P(X <-10)=1-F" (#j =1-F'(=2)=
=1-(1-F'(2))=F (2)=0.97725.

b) Izracunajmo najprije vjerojatnost da ¢e najveéa dnevna temperatura u slucajno
odabranom sijecanjskom danu biti strogo pozitivna. Dakle, trazimo P(X >0):

P(X>0)=1-P(X <0)=1-F" (@j =1-F"(0.5)=1-0.69146 =0.30854.

S druge strane, ista vjerojatnost je jednaka kolicniku broja dana u sije¢nju u
kojima je najveca dnevna temperatura bila strogo pozitivna i ukupnoga broja
dana u sijecnju. Ukupan broj dana u sije¢nju bilo koje godine jednak je 31.
Oznac¢imo li trazeni broj s n, odmah dobivamo:

n=31-P(X >0)=31-0.30854 =9.56474 = 10.
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10. Trajanje Majina putovanja na posao je normalna slucajna varijabla c¢ija je
standardna devijacija 15 minuta. U 84.134% radnih dana njezino putovanje traje

najvise sat vremena.
a) Odredite o¢ekivano trajanje Majina putovanja na posao.

b) Odredite vjerojatnost da ¢e Maja putovati na posao barem sat i pol. (Izrazite
dobiveni rezultat u postotcima.)

c) Kada najkasnije (u odnosu na sluzbeni pocetak radnoga vremena) Maja treba
krenuti na posao tako da vjerojatnost njezina pravovremena dolaska na posao
bude barem 95%? (Zaokruzite rezultat na najbliZi prirodan broj.)

Rjesenje: Neka je Y normalna slucajna varijabla iz zadatka. Znamo da standardna

devijacija te varijable iznosi 15 minuta. Dakle, ¥ ~ N(,u,lSz).

a) Ocekivanje 4 varijable Y odredit ¢emo iz podatka da u 84.134% radnih dana
Majino putovanje na posao traje najvise sat vremena, odnosno 60 minuta. To
zapravo znaci da  je P(Y £60)=0.84134. Primjenom svojstva

P(X<a)=F (b)= tt=a—o-b odmah dobivamo:
1 =60—1-15=45 minuta. ,
Dakle, Y ~ N(45,15%).

b) Trajanje putovanja na posao je sat i pol, odnosno 90 minuta. Trazimo
P(Y 290). Dobivamo:

90-45

P(Y 290)=1-P(Y £90) =1—F*( j: 1- F'(3)=1-0.99865 =0.00135 =0.135%.

c) Neka je ¢ trazeno vrijeme. Mora vrijediti nejednakost P(Y <7)>0.95. U tablici

vrijednosti funkcije F* ne nalazimo vrijednost 0.95, pa uzimamo prvu strogo
veéu vrijednost. To je F'(1.65)=0.95053.

Dakle, trazimo >0 takav da vrijedi nejednakost P(Y <t)>0.95053= F"(1.65).
Primjenom svojstva P(X <a)> F (b) & #<a—o-b odmah dobivamo:

45<1-15-1.65 1269751, =70.

Zaklju¢ujemo da Maja mora krenuti na posao najkasnije 70 minuta prije
sluzbenoga pocetka radnoga vremena.
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