TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 1
(preddiplomski strucni
studij elektrotehnike)

nastavne grupe A i B
21. 1. 2023.

1. Opéi ¢lan niza (a,), . definiran je pravilom:

_71-8n

a,= :
4-n+3

a) Izracunajte grani¢nu vrijednost L zadanoga niza.

b) Odredite najmanji ke N za koji je |ak —L| <107 i objasnite znacenje dobivenoga

rezultata.

Rjesenje: a) Podijelimo brojnik i nazivnik s n. Dobivamo:

b) Imamo redom:

7_ J
S n_n |_
e
n n
_8+z
=lim 1t
! 4+§
n
_-8+0_
4+0
7_8'k+2<10‘7,
4-k+3
7—8-k+2-(4-k+3)|<10_7’
4-k+3 |
13 <107,
4-k+3
13
| | <107,
4-k+3
>0
13 <107, /.4'k_-:3
4-k+3 10
4-k+3>1—i,
10
4-k>13-10" -3,
7_
k >M =32 499 999.25.
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(Primijenili smo jednakost:

|[4-k+3=4-k+3, VkeN.

Ona vrijedi jer je izraz pod znakom apsolutne vrijednosti strogo pozitivan kad god je

keN.)

Najmanji prirodan broj koji zadovoljava dobivenu nejednakost je k. =32 500 000.

To znaci da se prvih 32 499 999 c¢lanova zadanoga niza nalazi izvan intervala
<—2—10‘7,—2+10‘7>, a da se svi ¢lanovi niza pocevsi od 32 500 000. nalaze unutar

toga intervala.

2. Odredite grani¢nu vrijednost niza (b,),.y ¢iji je opéi ¢lan definiran pravilom:

b = (n=2+@3-n+1)*
" (m+3) +(2-n=1)7

Rjesenje: Koriste¢i formulu za kvadrat binoma imamo redom:

" =4-n+4+49-0°+6-n+1 _

bn_ 2 2 -
n"+6-n+9+4-n"-4-n+1
_10-n2+2-n+5
5-n*+2-n+10°
2
L=limb, =lim| - F 21+ )
n n {5-n°+2-n+10

. 10%2+2n+5nfj
=lim

5.2 +2-n+10:n°

1O+g+i2
— T n_n_|_
=m0
S5+—+—

n n

_1o+o+o_19_2
54040 5
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3. Odredite graniénu vrijednost niza (c, )neN ¢iji je opci ¢lan definiran pravilom:

¢ =T-n—/49-n* =28 n+29.

Rjesenje: Zadano pravilo svest ¢emo na ekvivalentni oblik u kojemu ¢emo moci

primijeniti tabliénu graniénu vrijednost

n

hm( J 0, Vae R, Yk >0.
n*

U toj ¢emo transformaciji koristiti formulu za razliku kvadrata
2 2
a —b =(a-b)-(a+b).

Imamo redom:

(7-n++/49-n7~28-n+29) )

L=1lim (7-n—\/49-n2—28-n+29)-

n

7-n+~49-n> —28-n+29
( )

2
(7-n)2—(\/49-n2—28-n+29)
L Ton449-72 —28-n+29

49-n> —(49-n* —28-n+29)
=lim =
" 7-n4+/49-n* —28-n+29
28-n-29

=lim
"\ 7-n+49-n* —28-n+29

28-n—29
=lim

7. n+\/49 n —28 n+29

28——

=lim n =

" \/49-n2—28-n+29
7+

2
n

28——

n =

=lim
7+‘/49—§+§
n n

28-0 28

T 7449-0+0 7+7
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4. Odredite sve asimptote na krivulju

y= X =2-x"+1

X -x—6

Rjesenje: Primijetimo da je izraz kojim je zadana krivulja neprava racionalna funkcija
takva da je stupanj brojnika (3) za jedan veéi od stupnja nazivnika. Prema kriteriju
iz zadatka 1. u tocki 4.10., zadana krivulja ima to¢no jednu kosu asimptotu.

Odredimo najprije uspravne asimptote. Nazivnik izraza kojim je zadana krivulja

izjednac¢imo s nulom. Dobivamo:

X -x—6=0,

X, =-2,x,=3.
Dakle, zadana krivulja ima dvije uspravne asimptote: x=-2 i x=3.

Ispitajmo ima li krivulja (obostranu) kosu asimptotu. Odredimo:

3 5.2
k:hm(l)zhm xo2x )
ame\ X)) e\ X=X —6-x

1—2-1+i3

=lim — X xl =
X—>0o0 1_7_6.72
X X

_1-2:040 _
1-0-6-0

2

lzlim(y—k~x):1im( =

oo

X =2-x"+1 J
— . lx|=
x—x—6

(P2 41 (X =% =6-x)
=lim > =
xyeo X —x—6
. —x2+6-x+1J
=lim| ——— |=
x| X" —x—6
—1+6-l+i2
=lim — 1 1 X fc =
X—>o0 1_7_6.7
x x°
_-146-0+0 _
1-0-6-0

Dakle, obostrana kosa asimptota zadane krivulje je pravac y=x-1.
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5. Odredite sve asimptote na krivulju
y=2-(arctg x—x).

Rjesenje: Primijetimo da je izraz kojim je definirana krivulja definiran za svaki xe R.

Zbog toga krivulja nema nijednu uspravnu asimptotu.

Ispitajmo ima li zadana krivulja kose asimptote. Moramo odrediti (najvise) cetiri

granicne vrijednosti. Imamo redom:

kl = kz = lim (Zj = lim (2 (arCtg X—X)j = {i—oo} =
x—teo |y x—>too X Too

2- te x—

_ jig | (2 (@cteX=0) |
) 1+x

= lim =
X—too 1

= lim 2-( ! 2—1D=
x> 1+ x

=2-(0-1)=-2,

[, =1lim(y—k -x)= lim (2-(arctg x—x) —(-2-x)) =

= lim (2-arctg x) =

X——o0

(e

l,=1lm(y—k,-x)=

= lim (2 (arctg x—x) —(-2-x)) =

= lim (2-arctg x) =
=2.Z=n
2

Dakle, zadana krivulja ima dvije kose asimptote: y=-2-x—-m 1 y=-2-x+1m.
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6. U tocki pregiba krivulje y=x"—-3-x*4+5 povufena je tangenta na krivulju.
Izracunajte povrsinu trokuta kojega ta tangenta zatvara s objema koordinatnim

osima.
Rjesenje: Najprije odredimo prve dvije derivacije izraza koji zadaje krivulju y:

y =3-x>—6-x,
y" =6-x—6.

Iz jednadzbe y" =0, odnosno jednadzbe

6-x—6=0
slijedi x=1. Lako vidimo da su npr.
Y (0)=-6<0,
Y (2)=6>0,

paje T =(,y(1))=(,3) tocka pregiba zadane krivulje.

Koeficijent smjera tangente povucene na zadanu krivulju u tocki 7" jednak je

vrijednosti prve derivacije izraza kojim je zadana krivulja za x=1:

k=(y)_ =(3x-6x) =3-6=-3.

! = x=1

Jednadzba tangente zapisana u segmentnom obliku glasi:

y=(=3)-(x=D+3,
y=-3-x+6,
3-x+y=6, /:6

LAY

2 6

Odatle izravno slijedi da je trazena povrsina jednaka:

P:—-|2-6|:%-12:6kv.jed.
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