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1. UVOD

Ovaj rad bavi se primjenom linearnoga programiranja na rjeSavanje problema
iz podru€ja promidzbe. Nastanak linearnog programiranja je posljedica razvoja tzv.
operacijskih istraZivanja. Linearno programiranje je namijenjeno rasporedivanju
oskudnih resursa s ciljem postizanja optimalnih rezultata. Cilj ovog rada je prikazati
kako se pomo¢u matemati¢kih programa na raCunalu mogu rjeSavati mnegi problemi
iz podrucja promidzbe.

Rad se sastoji od Cetiri poglavlja. U drugom poglavlju opisat ¢e se ukratko
povijest linearnog programiranja, te ¢e se navesti osobe koje su najvise doprinijele
linearnom programiranju. Definirat ¢e se i objasniti pojam linearnog programiranja.
Objasnit ¢e se osnovne postavke matematickoga modeliranja problema, te navesti
podrucja moguce primjene linearnoga programiranja. Prikazat ¢e se i standardna

formulacija problema linearnog programiranja.

U trecem poglavlju ¢e se objasniti racunalni program WinQSB i modul za
linearno i cjelobrojno linearno programiranje. Detaljno ¢e se opisati najvaznije
procedure namijenjene rjeSavanju matematiCkih modela ekonomskih problema
pomocu toga programa. Prikazat ¢e se unos polaznih podataka, moguénost
naknadne izmjene postavljenih uvjeta, pohrana modela i rezultata radi kasnijega

koriStenja i sli€no.

U Cetvrtom poglavlju prikazat ée se rjeSavanje odabranih primjera problema
promidzbe pomocu racunalnog programa WinQSB, tocnije njegovog modula za
linearno i cjelobrojno linearno programiranje. 1zloZit ¢e se osam odabranih primjera i
detaljno opisati postupak dobivanja matemati¢koga modela, kao i postupak
rieSavanja modela pomoc¢u programa WinQSB. Kad god to bude mogucée, izvrsit ¢e
se analiza osjetljivosti rjeSenja dodavanjem novih pocetnih uvjeta. Interpretirat ¢e se i
neki korisni dodatni podaci dobiveni pomoéu raéunalnoga programa WinQSB.



2. OPCENITO O LINEARNOM PROGRAMIRANJU

2.1. POVIJEST LINEARNOG PROGRAMIRANJA

U povijesti, linearno programiranje javlja se tijekom drugog svjetskog rata u
planiranju trodkova za opremanje vojne sile. Ruski matematiéar Kantorovich' prvi put
je 1939. godine uveo pojam linearnog programiranja u rjeSavanju problema
optimalne potroSnje resursa. [5] Poslije rata su nastavljena istrazivanja s
orijentacijom na organizacijska pitanja u okviru gospodarstva. U novije vrijeme
razvijeno je posebno podru¢je pod nazivom operacijska istrazivanja koje obuhvaca
veliki broj razli¢itih optimizacijskih problema kao §to su: optimalni proizvodni
programi, optimalne zalihe, optimalno vrileme zamjene proizvodnih sredstava,
optimizacija transporta, organizacija, redova ¢ekanja itd. Vaznu ulogu u razvoju
linearnog programiranja imali su matemati¢ari: Dantizig, Foarier, Geuss, Gordon,
Minkovski, Farkas i drugi. NajzapaZeniju ulogu prema mnogim matemati¢arima imao

je von Neumann? vezano uz definiranje i izgradnju pojma dualiteta. [3]

2.2. OSNOVE LINEARNOG PROGRAMIRANJA

Linearno programiranje je matematicki postupak razvijen ponajprije za potrebe
analiticke podrske u procesima odlucivanja. U tom je obliku postao jedan od najSire
koristenih i najbolje poznatih alata na podru&ju menadzmenta. [1]

Linearno programiranje predstavlja matematicku analizu problema u kojoj se
trazi maksimalna (minimalna) vrijednost linearne funkcije pri zadanim
ograniCavaju¢im uvjetima. Pri promatranju ekonomskih problema linearni sustavi
opisuju uvjete u kojima se odvijaju ekonomski procesi, dok linearna funkcija opisuje
odredeni zahtjev (cilj) koji se Zeli posti¢i pod tim uvjetima. U procesu linearnoga
programiranja se formiraju odgovarajuéi sustavi jednadzbi i nejednadzbi. Njihovim
rieSavanjem razliitim metodama dobivaju se optimalna rjeSenja. Linearno
programiranje rjeSava velik broj ekonomskih problema, a mogu se odnositi na

proizvodniju, sirovine, radnu snagu, trziste, ponudu, potraznju, uvoz, izvoz. [3]

! Leonid Vitalijevi¢ Kantorovi¢ (1912. — 1986.), ruski matematicar i ekonomist.
% John von Neumann (1903. — 1957.), americki matemati¢ar madarskoga porijekla.



Primarni zadatak linearnog programiranja je odrediti maksimum (minimum)
linearne funkcije ovisno o nizu postavljenih uvjeta. Neki uvjeti mogu zahtijevati npr.
nenegativnost varijabli u matematickom modelu i zadovoljavanje ograni¢enja

zapisanih u obliku linearnih nejednadzbi.
Da bi se zadao problem matemati¢kog programiranja mora se:

1. Definirati funkciju cilja
2. Formirati skup ogranicenja.
3. Odabrati jedno ili viSe optimalnih rieSenja. [8]

Ekonomski problem koji ima ove tri komponente moze se definirati kao
problem matematiCkog programiranja. Kriterij problema linearnog programiranja
moze se izraziti u naturalnim, nov€anim ili drugim pokazateljima, ovisno o prirodi

promatranoga problema. [9]

U razli¢itim financijskim analizama &est slucaj je da je potrebno minimizirati ili
maksimizirati neku linearnu funkciju. NajéeS¢e tu podrazumijevamo smanjenje
troSkova ili pove¢anje profita. Naravno, zelje su u tom slucaju usmjerene prema
njihovim ekstremima, tj. minimalnim troSkovima i maksimalnom profitu. Da bi mogli
pristupiti traZzenju ekstrema, prvo treba definirati linearnu funkciju (funkciju cilja) koja

je opcenito tipa:
min ili max z = ¢1X7 + CoXo + C3X3 + CaXa + ...+ CnXn
gdje su:
x=1,2,3...., nvarijable koje se nazivaju varijable odlu€ivanja
uz zadovoljavanje sljedecih ogranienja:
a11X1 + 812Xo + a13X3 +... + &1nXn < by
a21X1 + 8o2Xo + 823X3 +... + 8onXn < bo

831X1 + 8z0Xo + 833X3 +...+ A3pXn < b3

amiX1 + @maXe + @m Xz + @mnXn < bm



gdje su a;, b i ¢ realne konstane, za svaki i =1,..., misvakij=1, ..., n, pri

¢emu su m,n < N.

Neka ogranienja mogu biti prilicno jednostavna (npr. neka varijabla
odlucivanja ne moze biti strogo negativna). Drugi slu€ajevi ograni¢enja mogu biti
razli€iti i ne moraju se svesti na samo na relaciju ,biti manji ili jednak® (<), ve¢ mogu
sadrzavati stroga jednakost (=) ili relaciju ,biti veéi ili jednak” (). Svako ogranicenje
je linearna kombinacija varijabli odluCivanja. Naj¢es¢i sluaj je da sve varijable
odlu€ivanja poprimaju nenegativne vrijednosti, pa se ostalim ograni¢enjim dodaje tzv.

prirodni uvjet:
X15 X25 X35"'5 XHZ 0

Ovo je tzv. standardna formulacija linearnog programiranja. Definirana je s
funkcijom cilja, n varijabli odlu€ivanja i m ograni€enja. Prijedlog specificnih vrijednosti
varijabli odlu€ivanja naziva se rjeSenje problema linearnoga programiranja. Ukoliko to

rieSenje (xf,x;‘,...,x:) zadovoljava sva ograni¢enja, govori se o dopustivom rjeSenju.

RjeSenje se naziva optimalnim ako je dopustivo i ako minimizira/maksimizira funkciju
cilja. [7]

U slu€aju dviju varijabli (n = 2), graficka metoda rjeSavanja moze relativno
jednostavno dovesti do optimalnog rjeSenja bez obzira na broj postavljenih
ograni€enja u modelu linearnoga programiranj. Dodatna ograni¢enja mogu samo
povecati broj kandidata za optimalno rjeSenje, ali ne i dimenziju prostora u kojemu se
promatra problem. Medutim, ako se radi o n = 3, metoda postaje nespretna jer ée se
zahtijevati trodimenzionalni grafiCki prikaz. Za slu¢aj n > 4 metoda je potpuno

neprimjerena za primjenu. [2]



3. RACUNALNI PROGRAM WINQSB

WIinQSB je programska podrS§ka za rjeSavanje problema iz podrucja
operacijskih istrazivanja, poslovnog odlucivanja i sl. [6] Sastoji se od ukupno
devetnaest aplikacijskih modula. Jedan od modula je linearno i cjelobrojno linearno
programiranje LP-ILP. Taj ¢e model biti opisan u nastavku, a koristit ¢e se za
rieSavanje odabranih primjera iz podruc¢ja promidzbe.

3.1. Modul za linearno i cjelobrojno linearno programiranje (Linear and Integer

Programming)

Da bi se matemati¢ki model problema linearnoga programiranja mogao rijesiti

pomocu modula LP-ILP, mora se pokrenuti racunalni program WinQSB, zatim kliknuti

na linearno i cjelobrojno linearno programiranje (vidjeti Sliku 1.)

Slika 1. Pokretanje aplikacijskog modula za linearno i cjelobrojno linearno
programiranje
& WinQSB CBX
File Edit ‘“iew Favorites Tools Help -",'“
- | =i
A ke Pl i
File and Folder Tasks 5&3:;%‘: SREE
1L KB
I@ Renarne this fils
@ Mowe this File Decision Analysis Crynarnic Prograrming
Sl Shortout Shortout
lD Copy this File 1 KB 1 KB
e Publish this file to the Web
e e Farcility Location and Layout Forecasting and Linear
ﬁj il Shortout Regressian
»¢ Delete this file Ed 1 KB Shortcut
; Goal Programming Inventory Theory and Sysktem
Shortcut Shortcut
oOther Places ﬂ' | L KB LKB
@ Programs Job Scheduling inear and Inkeger Programming|
B My Docurments Shorkcut Shic 1d
) Shared Documents u LKE
.‘Ei My Compuiter Markowv Process Material Requirements Planning
i:g Iy Metwork Places Shorkcut Shorkcut
FJ 1 KB 1 KB
K Metwark Modeling ' Monlinear Prograrmming
Details #‘i Shorkcut b- 4 Shorkcut
e ke El 1KE
PERT_CPM x Cuadratic Programming
shortcut y shorkcut
LKBE (A= L 5
Quality Control Chart = «m| Queuing Analysis
shorkcut = = Shorbout
L KE FI L L
Queuing Systern Simulation
Shorkcut
FJ 1 KB
Kad se pokrene modul Linear and Integer Programming treba kliknuti na

opciju ,File" pa ,New Problem" (vidjeti Sliku 2.).



Slika 2. Odabir za rjeSavanje novog zadatka

& Linear and Integer Programming

Mew Problen
Load Problem

Exit

Tako ¢e se otvoriti dijaloski okvir za unos pocetnih podataka o problemu
kojega zelimo rijesiti (vidjeti Sliku 3.) U dobivenu tablicu upisuju se odgovarajuci
podaci.

U pravokutnik pored natpisa Problem Title upisuje se naziv problema (npr.

Primjer 1, Problem 1 i sli¢no).

U pravokutnik pored natpisa Number of Variables upisuje se broj nezavisnih

varijabli.

U pravokutnik pored natpisa Number of constraints upisuje se broj uvjeta,

odnosno ograni¢enja koje problem zahtjeva.

U izborniku Objective Criterion treba izabrati jednu od dvije ponudene opcije

ovisno o zahtjevu funkcije cilja:

- Maximization ako se u problemu zahtijeva maksimizacija funkcije cilja,

- Minimization ako se u problemu zahtijeva minimizacija funkcije cilja.
U izborniku Data Entry Format takoder treba odabrati jednu od dvije opcije i to:

- Spreadsheet Matrix Form ako se Zzeli polazne podatke unijeti kao proSirene
tablice zapisane u matricnom obliku (kao proracunske tablice MS Excela),

- Normal Model Form ako se Zzeli polazne podatke unijeti u ,obi¢ne“ tablice,
odnosno upravo u onom obliku kakvom su postavljeni u matematickom

modelu.



U izborniku Default Variable Type treba odabrati jedan od Cetiri mogucéa tipa

varijable odlucivanja, i to:

- Nonnegative continous ako vrijednosti varijabli u matemati¢kom modelu mogu
biti bilo koji (pozitivni ili negativni) decimalni brojevi, iracionalni brojevi i sl.,
odnosno ako se u modelu pojavljuje najmanje jedna varijabla Cije vrijednosti
mogu biti strogo negativne,

- Nonnegative integer ako vrijednosti svih varijabli moraju biti nenegativni cijeli
brojevi,

- Binary ako vrijednosti svih varijabli mogu biti iskljuivo elementi skupa {0, 1}.

Unaprijed zadane postavke su Maximization, Spreadsheet Matrix Form i
Nonnegative continous. U praksi se najéeS¢e javljaju problemi maksimizacije funkcije
cilia ¢ije su varijable nenegativni realni brojevi. Zapis funkcije cilja i uvjeta u
matri€nom obliku laksi je i pregledniji od zapisa u ,obi¢nom* tablicnom obliku.

Slika 3. Tablica za unos podataka o matemati¢kom modelu

¥ Linear and Integer Programming

LSO LP-ILP Problem Specificati | x|
— - — - roblem Specification

BEEE |

Problem Title: | |

variablce: ML renamainea: ML
wariables: Constraints:
" Objective Criterion " Default Wariable Type
(® Maximization (! Nonnegative continuous

) Minimization
(® Honnegative integer

" Data Entry Format 1 ' Binary [0.1]

® Spreadsheet Matrix Form
) Mormal Model Form

! Unsignedfunrestricted

oo | eme | [ |

Nakon unosa podataka klikom na ,,OK" dobiva se tablica za unos koeficijenata

koja je prikazana na Slici 4.

U retku Variable upisani su nazivi nezavisnih varijabli. WinQSB pretpostavlja
da su varijable oznacene sa X1, X2 itd. U retku Maximize/Minimize treba upisati
funkcije cilja tako da prvi koeficijent bude onaj uz varijablu X1, drugi onaj uz varijablu
X2, itd. [6]



Klikom na opciju ,File“ u glavnom izborniku otvara se padajuci izbornik Kkoji

nudi opcije za spremanije tablice, traZzenje spremljenih tablica itd. (vidjeti Sliku 5.)
Slika 4. Tablica za unos koeficijenata

F# Linear and Integer Programming

Fil= Edit Format Solve and Analyze Utilities  window  WinQSE  Help

o[ pol A TS [=[ =S[00 B

=

M aximize : X1

Wariable > X1 [ X2 | X3 | X4 | Direction | R.H.S.
M aximize i

c1 <
c2 &=
c3 <=
cC4 <=
C5 <=
CE <=
C7 <
LowerBound o o o o
UpperBound M M M M
YariableType Integer Integer Integer Integer

Slika 5. Izbornik ,File“i njegove opcije

[ Linear and Integer Programming

N Edit  Formakt  Solve and Analyze Ukilities  Wwindow  WinQSE  Help

Mews Prablem
Load Problem
Close Problem

Save Problem
Save Problem As Vaniable > ®1 X2 %3 Direction | R.H.S.
Print Problem = i
M aximize i
Print Font C1 =
Print Setup cCz2 L=
- LowerBound 0 1} 0
Exit
UpperBound M M M
YariableType Integer Integer Integer

Klikom na opciju ,Edit“ u glavhom izborniku otvara se padajuci izbornik Kkoji
nudi opcije za preimenovanje varijable, dodavanje novih uvjeta, brisanje postojecih

uvjeta, dodavanje novih varijabli i brisanje postojecih varijabli. (vidjeti Sliku 6.)

Opciju za rjeSavanje problema moze se dobiti klikom na ikonicu ,Eovjeculjka® ili
klikom u glavnom izborniku na ,Solve and Analyze” pa odabirom opcije ,Solve the
Problem* kao §to je prikazano na slici 7.

Ako je pronadeno optimalno rjeSenje, pojavljuje se obavijest koja je prikazana
na slici 8.



Slika 6. Izbornik ,Edit“i njegove opcije

4 Linear and Integer Programming

File Format  Solve and Analyze

I cut

u Paste
Max “lear

Problem Mame

Wariable Mames

Constraint Names
oObjective Function Criterion

Insert a Variable
Delete a Yariable

Insert a Constraint
Delete a Constraint

Ukilities  Window  WinQSE  Help

Chrl+
Chrl+C
Chrl+y

iable --»

X1

X2

%3 | x4

Direction R_H_5.

Rimize

werBound

erBound

WanableType

1}
M
Integer

0
]

Integer

0 1}
] ]
Integer Integer

Slika 7. Odabir opcije za rjeSavanje problema klikom na ,Solve and Analyze*

F# Linear and Integer Programming

Window WIinQSE  Help

File Edit

Farmak

Saolve the Problem

Zhange Inkteger Tolerance

Solve and Display Steps
Graphic Method

Specify Solution Quality

Specify Wariable Branching Priorities

Ltilities

Slika 8. Obavijest da je rjeSenje pronadeno

Linear and Integer Programming m

The problem has been sokved.

Optimal solution is achiewved,

C4

C5

84




Klikom misa na ,OK" dobiva se tablica s optimalnim rjeSenjima koja je
prikazana na slici 9.

Slika 9. Tablica s optimalnim rjeSenjima

[ Linear and Integer Programming

File Format Results  Ukilities  wWindow  Help

—
M. Combined Report for LP Sample Problem

18:48:06 Thursday May 15 2014
Decizion | Solution Unit Cost or Total Reduced Basiz Allowable Allowable
_____ hi anable Value Profit c[j]  Contribution Cost Status Min. c[j]  Max c[j)
] = 0 0 0 0 at bound M M
2 X2 o o o o at bound -M M
3 X3 o i} i} 1] at bound -M M
| Objective = Function [Max.] = o
| Left Hand Right Hand | Slack | Shadow | Allowable  Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus FPrice Min. RH5 Max. RHS
1] o (] = 0 0 0 0 M
2 c2 1} = i} 0 1} 1} M
2 C3 o = i} 0 o o M

U prvom stupcu izlazne tablice ispisuju se nazivi nezavisnih varijabli.
U drugom stupcu ispisuju se optimalne vrijednosti nezavisnih varijabli.
U retku Objective Function ispisuje se optimalna vrijednost funkcije cilja. .

U stupcu Constraints ispisuje se oznaka uvjeta redoslijedom kojim su upisane
u tablicu ulaznih podataka.

U stupcu Left Hand Side ispisuju se vrijednosti koje se dobiju uvrstavanjem

optimalnih vrijednosti nezavisnih varijabli u svaki pojedini uvjet.

U stupcu Right Hand Side ispisuje se vrijednost na desnoj strani svakog
pojedinog uvjeta.

U stupcu Slack or Surplus ispisuju se razlike vrijednosti iz stupca Left Hand
Side i vrijednosti iz stupca Riht Hand Side. Ako je ta razlika jednaka 0, uvjet je
zadovoljen tako da vrijedi znak jednakosti. Vrijednost razli¢ita od 0 znaci da postoji

»SuviSak” (ako uvjet sadrzi znak >=) ili ,manjak” (ako uvjet sadrzi znak <=).

Primjena tih opcija bit ¢e prikazana u iduéem poglavlju. [6]

10



4. PRIMJENA LINEARNOG PROGRAMIRANJA NA PROBLEME PROMIDZBE

4.1. Primjer 1.

Kockarnica ,Kod veseloga Kocki¢a“ odluCila je promovirati kockarsku zabavu
putem lokalnih i regionalnih medija. Menadzeri kockarnice odlucili su za promidzbu
potrositi 8000 n.j.2 tjedno, i to na &etiri tipa promidzbenih poruka: TV spotovi, novinski
oglasi i dvije vrste radijskih oglasa. Cilj promidzbe kockarnice jest raznim vrstama
oglasa doprijeti do Sto je viSe moguce potencijalnih klijenata kockarnice. U sljedec¢oj
je tablici za svaki pojedini tip promidzbene poruke naveden broj potencijalnih
klijenata kockarnice do kojih dospijeva ta poruka. U tabeli su takoder navedeni i
jedini¢ni troSkovi pojedine poruke i najveci tjedni broj oglasa koji se mogu naruciti.

Tablica 1. Osnovni podaci za Primjer 1.

Tip promidzbene Broj ljudi do kojih | Jedini¢ni troSak Najveci tjedni broj
poruke dopire poruka poruke [n.j.] oglasa

TV spot (1 min) 5000 800 12
Dnevne novine 8500 925 5
(oglas-cijela stranica)

Radio spot (30

sekundi, udarno 2400 290 25
vrijeme)

Radio spot (jedna 2800 380 20
minuta, poslijepodne)

Ugovorni aranZzmani zahtijevaju da se radio spotovi emitiraju najmanje 5 puta
tiedno. MenadZzment kockarnice inzistira da se za obje vrste radijskih promidzbenih
poruka ne moze potrositi viSe od 1800 n.j. tjedno. Treba napraviti tjedni plan
oglasavanja tako da ukupan broj ljudi do kojih ¢e doprijeti sve promidzbene poruke
bude maksimalan. Pritom nije nuzno platiti poruku svakoga pojedinoga tipa, tj. moze
postojati barem jedan tip promidzbene poruke koji nece biti iskoristen.

3 , . v e ..
Skracenica za: nov€anih jedinica.

11




Rjesenje:

Neka su:

X1 = tjedni broj TV-spotova;

X2 = tjedni broj oglasa u dnevnim novinama;

X3 = tjedni broj radio-spotova u trajanju od 30 sekundi;

X4 = tjedni broj radio spotova u trajanju od jedne minute.

Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x;y TV-spotova jednak je 5000 - x;, ukupan broj
ljudi koje Ce vidjeti x2 oglasa u dnevnim novinama jednak je 8500 - x», ukupan broj
ljudi koji ¢e slusati x; radio spotova u trajanju od 30 sekundi jednak je 2400 - Xxs,
ukupan broj ljudi koje ¢e sluSati x4 radio spotova u trajanju od jedne minute jednak je

2800 - x4, Stoga ukupan broj ljudi koji ¢e pogledati/slusati sve vrste oglasa iznosi:
5000 - x7 + 8500 - x2 + 2400 - x5+ 2800 - x4,
Taj broj ljudi potrebno je maksimizirati.

|z zahtjeva da se tjedno ne moze emitirati vise od 12 TV-spotova zakljuCuje se

da mora vrijediti nejednakost:
X1 < 12.

|z zahtjeva da se oglasi u novinama objavljuju najvise 5 puta tjedno zakljucuje

se da mora vrijediti nejednakost
Xo < 5.

|z zahtjeva da se radio spot od 30 sekundi emitira najviSe 25 puta tjedno

zaklju€uje se da mora vrijediti nejednakost
X3< 25.

|z zahtjeva da se radio spot od jedne minute emitira najviSe 20 puta tjedno

zaklju€uje se da mora vrijediti nejednakost

X4 < 20.
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Cijena x; TV-spotova iznosi 800 - x; n.j. Cijena x2 oglasa u novinama iznosi
925 - xo n.j. Cijena x3 radio spotova u trajanju od 30 sekundi iznosi 290 - x3 n.j. Cijena
X4 radio spotova u trajanju od jedne minute iznosi 380 - x4 n.j. Stoga ukupna cijena
svih vrsta oglasa iznosi 800 - x; + 925 - x2+ 290+ x3+ 380 * x4 n.j. Bududi da je za

oglasavanije raspolozivi tjiedni budzet od 8000 n.j., dobije se uvjet:
800 - x7 + 925 - x2+ 290 - x5+ 380 - x4 < 8000.

Ukupan tjedni broj svih radio-spotova jednak je xs + x4. 1z zahtjeva da taj broj
mora biti barem 5 slijedi:

X3+ X42 5.

Cijena x3 radio spotova u trajanju od 30 sekundi iznosi 290 - x3 n.j. Cijena x4
radio spotova u trajanju od jedne minute iznosi 380 - x4 n.j. Stoga ukupna cijena svih
radio-spotova iznosi 290 - x3 + 380 + x4 n.j. |1z zahtjeva da je za radio spotove

maksimalni raspoloZivi tjedni budzet 1800 n.j. slijedi:
290 - x3+ 380 - x4 = 1800.

Vrijednosti svih varijabli moraju biti nenegativni cijeli brojevi jer broj oglasa ne
moze biti ,pravi® decimalan broj (npr. nije mogucée platiti 1.34 oglasa). Zbog
pretpostavke da nije nuzno Koristiti sve moguce vrste promidzbenih poruka
dozvoljava se moguc¢nost da vrijednost neke od varijabli bude jednaka nuli. Stoga

mora vrijediti uvjet:
X1, X2, X3, X4 € No = {0, 1, 2, 3}
Tako se dobiva sljedec¢i matemati¢ki model:

max. f(xi, Xz, X3, X4) = 5000 - x7 + 8500 - x> + 2400 - x3 + 2800 - x4

pod uvjetima:
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800 - x7+ 925 - x2+ 290 - x3+ 380 * x4 <8000
X3+ X425

290 - x3+ 380 - x4, <1800

X1, X2, X3, X2€ No

Treba pokrenuti potprogram Linear and Integer Programming. Za rjeSavanje

zadatka odabere se opcija File — New problem. Upisuju se sljedeci podaci:

e Naziv problema: Primjer 1,
e Broj varijabli: 4,

e Brojuvjeta: 3.

Prva Cetiri uvjeta iz matematiCkoga modela bit ¢e upisana u retku
UpperBound koji ozna¢ava najve¢u dozvoljenu vrijednost svake nezavisne varijable.

Zatim treba odabrati jedno od ponudenih opcija:

e Maximization (u ovom primjeru se radi o maksimizaciji osoba do kojih
dopire promidzbena poruka),

e Nonnegative integer (radi se o nenegativnim cijelim brojevima),

e Spreadsheet Matrix Form (ulazni podaci bit ¢e prikazani u matricnom
obliku).

Tako se dobiva tablica prikazana na iducoj slici.

Slika 10. Ulazni podatci za matemati¢ki model iz Primjera 1.
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LP-ILP Problem Specification E

Problem Title: [PRIMJER 1 |
Number of Number of
Variables: D Constraints:

" Objective Criterion | [ Default Variable Type |

(® Maximization () Nonnegative continuous

) Minimization

" Data Entry Format 1 C) Binary [0,1)

(8 Spreadsheet Matrix Form
O Normal Model Form

(114 Cancel Help

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata uz varijable iz modela.

) Unsigned/unrestricted

Tablica za unos podataka prikazana je na slici 11 .

Slika 11. Tablica za unos podataka iz Primjera 1.

F# Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Utilities  Window  WinQSE  Help

H|= 3

M PRIMJER 1
Variable > X1 | %2 | %3 | #a4 | Diection | R.H.S.
Maximize i
c1 <=
cz2 <=
C3 <=
LowerBound 1] 1] 1] 1]
UpperB ound M M M M
VYarniableType Integer Integer Integer Integer

U tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji cilja i uvjetima. U
redak Maximize unose se koeficijenti iz funkcije cilja. U stupac X1 upisuje se 5000, u
stupac X2 8500, u stupac X3 2400, a u stupac X4 2800.

U redak C1 unose se koeficijenti uz varijable xi, xz, X3 i x4 u petom uvjetu. U
stupac X1 upisuje se 800, u stupac X2 925, u stupac X3 290, u stupac X4 380, a u
stupac R.H.S. 8000.
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U redak C2 unosi se Sesti uvjet. U stupce X3 i X4 upisuje se 1, a u stupac
R.H.S. upisuje se 5. Ostala polja u tom retku treba ostaviti prazna. Dvostrukim klikom

miSa na znak <= u stupcu Direction treba promijeniti taj znak u >=.

U redak C3 unosi se sedmi uvjet. U stupac X3 upisuje se 290, u stupac X4
380, a u stupac R.H.S. upisuje se 1800. Ostala polja u tom retku treba ostaviti

prazna.

U redak UpperBound upisuju se najve¢e dozvoljene vrijednosti nezavisnih
varijabli. Te vrijednosti definirane su prvim Cetirima uvjetima iz matematickoga

modela. U stupac X1 upisuje se 12, u stupac X2 5, u stupac X3 25, a u stupac X4 20.
Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 12.

Slika 12. Tablica s upisanim podatcima za matematic¢ki model iz Primjera 1.

f Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analvze Utilities  Wfindow  WinQSE  Help
- " 7= === &
ENTENE E R =N

UpperBound : Direction

Variable > %1 | X2 | %3 [ X4 | Direction | R.H_S.
Maximize 5000 8500 2400 2800

C1 800 925 290 380 <= 8000
c2 1 1 »= 5
C3 290 380 <= 1800
LowerBound 1] 0 1] 1]

UpperBound 12 5 25 20

YanableType Integer Integer Integer Integer

Radi rjeSavanja Primjera 2 pohrani se dobiveni model pod nazivom Primjer 1.

Treba odabrati File name i upisati Primjer 1. Klikne se na OK.

Klikom na ikonicu ,Covje€uljka“ neposredno ispod natpisa WinQSB dobiva se
tablica sa rjeSenjima prikazana na Slici 13. |1z nje treba ocitati optimalno rjeSenje ovog
problema, te optimalnu vrijednost funkcije cilja.

Optimalne vrijednosti varijabli x7, X2, X3 X4 o€itavaju se iza stupca Solution

Value, a optimalnu vrijednost funkcije cilja iz retka Objective Function (Max.)=.

Slika 13. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 1.
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## Linear and Integer Programming

File Format Results Utilities ‘Window Help

| %ﬁ |“-““|A === DIlzl ]
09:07:57 Friday May 23 2014
Decision Solution  Unit Cost or Total Reduced Basiz
Yariable Yalue Profit cj] Contribution Cost Status
I =1 2.0000 5.000.0000  10.000,0000 5.000.0000  at bound
i 2 5.0000 8.500.0000 42.500,0000 1} basic
i x3 6.0000 2.400.0000 14.400,0000 1} basic
i 4 1] 2.800.0000 1] 2.800.0000 at bound
: Objective | Function [Max.]) = 66.900.0000
] Left Hand Right Hand Slack Shadow
|| Constraint Side Direction Side or Surplus Price
i c1 7.965.0000 €= £.000.0000 35.0000 0
i c2 6,0000 »= 5,0000 1.0000 0
3 C3 1.740,0000 <= 1.800.0000 60,0000 1]

Optimalno rje$enje ovog problema je (xf,x;,x;,x:)= (2, 5, 6, 0), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f* = 66900. Zaklju€uje se da je optimalan tjedni plan
oglasavanja sljededi: platiti 2 TV spota, 5 oglasa u dnevnim novinama i 6 radio
spotova u trajanju od 30 sekundi. Optimalni broj mogucih klijenata iznosi 66900.

Vrijednost 7 965 iz retka C1, stupca Left Hand Side znaCi da ¢e se za tjedno
oglasavanje potroSiti 7965 od 8000 raspolozivih n.j. Vrijednost 6 znaci da ¢e tjedno
biti emitirano 6 radio spotova. Vrijednost 1740 iz retka C3, stupca Left Hand Side
znaCi da ¢e se za tjedno emitiranje radio spotova potroS8iti 1740 n.j. od 1800

raspolozivih n.j.

4.2. Primjer 2.

Treba rijesSiti prethodni primjer uz dodatni uvjet da se mora uplatiti barem jedan
oglas svake pojedine vrste. Analizirati apsolutnu i relativnu promjenu optimalne
vrijednosti funkcije cilja, odnosno optimalnih vrijednosti nezavisnih varijabli.

Rjesenje:

Zbog dodatnoga uvjeta da se mora uplatiti barem jedan oglas svake pojedine
vrste, vrijednost nijedne varijable odlu¢ivanja ne moze biti jednaka nuli. Stoga
umjesto posljednjega uvjeta iz matematiCckoga modela u Primjeru 1. mora vrijediti

nejednakost
X1, X2, X3, X4 € N = {1, 2,3., }
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Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 1. ostaju nepromijenjene.

Tako dobivamo matematicki model:

max. f(xy, Xz, X3, X4) = 5000 - x; + 8500 - x> + 2400 - x3 + 2800 - x4

pod uvjetima:

800 - x7 + 925 - x2+ 290 - x3+ 380 - x4, <8000
X3+ X425

290 - x3+ 380 - x4, <1800

X1, X2, X3, X4€ N

Primjer 1. je pohranjen u memoriji, pa ga treba ponovo otvoriti s naredbom
Load problem koji se nalazi u izborniku File. Retci C1, C2, C3 ostaju nepromijenjeni.
Treba promijeniti podatke u retku LowerBound. U tom retku umjesto nula u stupcima

X1, X2, X3 i X4 upisuju se jedinice. Dobiva se tablica prikazana na Slici 14.

Slika 14. Tablica s podatcima za matemati¢ki model iz Primjera 2.

f Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Utilities  ‘Window  WinQSE  Help

M. PRIMJER 2

UppeBound : Ditection [ |
Variable > X1 | %2 | %3 | %4 | Direction | R.H.S.
M aximize 5000 8500 2400 2800
] 800 925 290 380 <= 000
cz2 1 1 5
Cc3 290 380 1800
LowerBound 1 1 1 1
UpperBound 12 5 25 200
WariableType| Integer Integer Integer Integer

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 1. Dobiva se tablica prikazana na
Slici 15.
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Slika 15. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 2.

& Linear and Integer Programming

Ltilities  ‘Window Help

File Format Resulks

09:14:48 Friday May 23 2014
i Solution | Unit Cost or Total Reduced Basis

| Yalue Profit cfj] = Contribution Cost Status
I 2.0000 | 5.000.0000 10.000.0000 5.000.0000 at bound
12] 5,0000 | 8.500.0000 42.500,0000 0 basic
i 2.0000 | 2.400.0000 4.800.0000 0 basic
i 3.0000 | 2.800.0000 8.400.0000 28000000 atbound
: Objective  Function [Max.] = | 65.700,0000
] Left Hand Right Hand Slack Shadow

Constraint Side Direction Side or Surplus Price
j c1 7.945 0000 <= 8.000,0000 55,0000 0
i c2 5.0000 3= 5.0000 0 1]
3 C3 1.720.0000 <= 1.800.0000 80,0000 1]

Optimalno rje$enje ovog problema je (xf,x;,x;,x:)= (2, 5, 2, 3), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi 65700. Dobiveni optimalan tjedni plan promidzbenih
poruka je: platiti 2 TV spota, 5 oglasa u dnevnim novinama, 2 radio spota u trajanju
od 30 sekundi, te 3 radio spota u trajanju od jedne minute. Optimalan broj mogucéih
klijenata iznosi 65700.

PrimjeCuje se da su optimalne vrijednosti varijabli x; i x> ostale

nepromijenjene. Optimalna vrijednost varijable x; smanjila se za 4, odnosno za
E-IOOz 66.67%. Optimalna vrijednost varijable x; povecala se za 2 (relativna

promjena nije definirana jer je poCetna optimalna vrijednost te varijable bila 0).

1200
66900

-100 =

Optimalna vrijednost funkcije cilja smanjila se za 1200, odnosno za

1.79 %.

Vrijednost 7945 iz retka C1, stupca Left Hand Side znaci da ¢e se za tjedno
oglasavanje potroSiti 7945 od 8000 raspolozivih n.j. Vrijednost 5 znaci da ¢e tjedno
biti emitirano 5 radio spotova. Vrijednost 1720 iz retka C3, stupca Left Hand Side
znaCi da ¢e se za tjedno emitiranje radio spotova potroS8iti 1720 n.j. od 1800

raspolozivih n.j.

Moze se primijetiti da ¢e se za oglasavanje potroSiti 20 n.j. manje, odnosno za

%-100 ~ 1.02 % manje nego u Primjeru 1. Emitirat ¢e se 1 radio spot manje,
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odnosno za % -100 = 16.67 % manje nego u Primjeru 1. Za emitiranje radio spotova

¢e se potrositi 20 n.j. manje, odnosno za %- 100 = 1.15 % manje nego u Primjeru

1.

4.3. Primjer 3.

Agencija ,Istrazivali¢ plus d.o.0.” iz Frkljevaca je agencija za marketinSko i
racunalno istrazivanje koja, izmedu ostalog, provodi istrazivanje potroSaca za svoje
klijente. Jedan od klijenata je izdavacka kuca ,Njuskali¢ d.0.0.” iz Babine Grede koja
periodi¢no provodi politicke ankete o pitanjima od op¢eg drustvenoga znacaja. U
namjeri da se dobiju statistiCki pouzdani rezultati o stavu prema prijedlogu novoga
zakona o poreznim opterecenjima, definirano je da pripadna anketa mora

zadovoljavati sljedec¢e zahtjeve:
1. Treba ispitati ukupno barem 2300 domacinstava.

2. Potrebno je ispitati barem 1000 domacinstava u kojima "glava obitelji" ima najvise

30 godina.

3. Potrebno je ispitati barem 600 domacinstava u kojima "glava obitelji" ima izmedu
3150 godina.

4. Potrebno je osigurati da barem 15% svih ispitanih domacinstava bude u

pogranicnim podrucjima.

5. Potrebno je osigurati da u skupu svih domacinstava €ija ,glava obitelji“ ima barem

51 godinu ne bude viSe od 20% domacinstava iz pogranic¢nih podrucja.

6. Anketa se provodi isklju€ivo osobno, tj. nije moguce odgovaranje u necije ime,
umjesto odsutnoga ¢lana obitelji itd.

Tablica 2. Osnovni podaci za Primjer 3.

TroSkovi po domacinstvu [n.j.]

Podrucije Dob ,glave obitelji Dob ,glave obitelji“ Dob ,glave obitelji*
najvise 30 godina izmedu 31 i 50 godina | barem 51 godinu

Pograni¢no 7.5 6.8 55
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Ostalo

o 6.9 7.25 6.1
(negranicno)

Cilj agencije je odrediti broj domacinstava u svakoj kategoriji (dob i regija) tako
da svi postavljeni zahtjevi budu zadovoljeni, a ukupni troSkovi anketiranja budu

minimalni.
Rjesenje:
Neka su:

X7 = broj domadinstava iz pograni¢noga podrucja cCija ,glava obitelji ima najvise 30
godina;

X2 = broj domacinstava iz pograni¢noga podrucja Cija ,glava obitelji* ima izmedu 31 i
50 godina;

X3 = broj domadinstava iz pograni¢noga podrucja €ija ,glava obitelji“ ima barem 51
godinu;

X4 = broj domacinstava iz ostalih podrucja €ija ,glava obitelji“ ima najvise 30 godina;
X5 = broj domacinstava iz ostalih podrucja €ija ,glava obitelji“ ima izmedu 31 i 50
godina;

Xg = broj domacinstava iz ostalih podrucgja &ija ,glava obitelji“ ima barem 51 godinu.

TroSkovi anketiranja domacinstava iz pogranicnoga podrucja cCija ,glava
obitelji* ima najvise 30 godina iznose 7.5 - x; n.j. TroSkovi anketiranja domacinstava
iz pograni¢noga podrucja ¢ija ,glava obitelji“ ima izmedu 31 i 50 godina iznose 6.8 -
Xxzn.j. TroS8kovi anketiranja domacinstava iz pograni¢noga podrucja Cija ,glava obitelji
ima barem 51 godinu iznose 5.5 - x3 n.j. TroSkovi anketiranja domacinstava iz ostalih
podrucja Cija ,glava obitelji“ ima najvise 30 godina iznose 6.9 * x4 n.j. TroSkovi
anketiranja domacinstava iz ostalih podrucja cija ,glava obitelji“ ima izmedu 31 i 50
godina iznose 7.25 - x5 n.j. TroSkovi anketiranja domacinstava iz ostalih podrucja ¢ija
.glava obitelji“ ima barem 51 godinu iznose 6.1 - Xxs n.j. Stoga ukupni troSkovi

anketiranja svih domacdinstava iznose:
750 - x;+6.80- x2+550-x3+6.90 - x4+ 7.25- x5+ 6.10 - xg n.].

Te troSkove je potrebno minimizirati.
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|z zahtjeva da se mora anketirati najmanje 2300 domacinstava slijedi da mora
vrijediti nejednakost:

X1+ Xo+ X3+ X4 + X5 + Xg= 2300.

|z zahtjeva da je potrebno ispitati barem 71000 domacinstava u kojima "glava
obitelji" ima najvise 30 godina slijedi da mora vrijediti nejednakost:

X7+ X242 1000.

|z zahtjeva da je potrebno ispitati barem 600 domacinstava u kojima "glava
obitelji" ima izmedu 31 i 50 godina slijedi da mora vrijediti nejednakost:

Xo+ X52 600.

|z zahtjeva da je potrebno osigurati da barem 15% svih ispitanih domacinstava

bude u pograni¢nim podrucjima slijedi da mora vrijediti nejednakost:
X1+ Xo+ X32 0.15 (X1 + X2+ X3+ X4+ X5+ Xp).
Sredivanjem te nejednakosti dobiva se:
0.85-x;+085- x2+0.85-x3-0.15" x4-0.15 - x5- 0.15+ x5 = 0.

|z zahtjeva da je potrebno osigurati da u skupu svih domacinstava c¢ija ,glava
obitelji* ima barem 51 godinu ne bude vise od 20% domacinstava iz pograni¢nih
podrucja slijedi da mora vrijediti nejednakost:

X3< 0.20 (X3 + Xp)
Sredivanjem te nejednakosti dobiva se:
0.8-x3-0.2- x5<0.

Analogno kao u prethodnim primjerima, vrijednosti svih varijabli moraju biti
nenegativni cijeli brojevi. Stoga vrijedi uvjet:

X1, X2, X3, X4, X5 Xg € No = {0, 1, 2, 3}

Dobiveni matemati¢ki model glasi:
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min. f(x1, Xz, X3, X4, X5, Xg) = 7.50 * X7 + 6.80 * X2+ 5.50 * X3+ 6.90 * X4 + 7.25 * X5 +
6.10 - X6

pod uvjetima:

X1+ X42=1000

X2+ X5=2 600

085 x1+0.85 - x2+0.85" x3-0.15" x4-0.15 - x5-0.15 - xs= 0
0.8-x3-0.2-x<0

X1+ Xo+ X3+ X4 + X5 + Xg= 2300

X1, X2, X3, X4, X5, X6 € No

Treba otvoriti novu datoteku programa Linear and Integer Programming.

koriStenjem izbornika File i opcije New Problem. Upisuju se sljedeci podaci:

e Naziv problema: Primjer 3
e Broj varijabli: 6

e Brojuvjeta: 5
Potom treba odabrati sljede¢e opcije:

e Minimization (u ovom primjeru se radi o minimizaciji troSkova provodenja
ankete),
e Nonnegative integer (radi se o nenegativnim cijelim brojevima),

e Spreadsheet Matrix Form (ulazni podaci bit ¢e prikazani u matri€¢nom obliku).
Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 16.

Slika 16. Ulazni podatci za matemati¢ki model iz Primjera 3.
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LP-ILP Problem Specification E

Problem Title: [PRIMJER 3 |
Vanabios. B ] Coneveme: B ]
“ariables: Constraints:

" Objective Criterion " Default Yariable Type

C Maximization ) Honnegative continuous
@ :Minimization:
(@ Monnegative integer

" Data Entry Format I ) Binary [0.1])

(@ Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted
' Hormal Model Form

o

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata u matemati¢kom modelu
(slienu onoj sa Slike 2.) U tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji

cilja i uvjetima.

U redak Minimize unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. U stupac X1
upisuje se 7.5, u stupac X2 6.8, u stupac X3 5.5, u stupac X4 6.9, u stupac X5 7.25,
a u stupac X6 6.1.

U redak C1 upisuje se prvi uvjet. U stupce X1 i X4 upisuje se 1, a u stupac
R.H.S. upisuje se 1000.

U redak C2 upisuje se drugi uvjet. U stupce X2 i X5 upisuje se 1, a u stupac
R.H.S upisuje se 600.

U redak C3 upisuje se treci uvjet. U stupce X1, ..., X6 upisuje se redom 0.85,
0.85,0.85, -0.15, -0.15i-0.15. U stupac R.H.S. upisuje se 0.

U redak C4 upisuje se Cetvrti uvjet. U stupac X3 upisuje se 0.8, u stupac X6
—0.2, a u stupac R.H.S. upisuje se 0. Dvostrukim klikom miSa na oznaku >= u stupcu
Direction treba promijenit tu oznaku u <=.

U redak C5 upisuje se peti uvjet. U svaki od stupaca X1, ..., X6 upisuje se

jedinica, a u stupac R.H.S. upisuje se 2300.
Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 17.

Slika 17. Tablica s podatcima za matemati¢ki model iz Primjera 3.
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f Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utlities  Window  WinQSE  Help

M PRIMJER 3

LowerBound : RB.H.5. X
WVariable > X1 | %2 | ®X3 | x4 | %5 | X6 [ Direction | R.H.S.
Minimize 75 6.8 5.5 6.9 7.25 6.1
C1 1 1 »= 1000
c2 1 1 »= 600
C3 0.85 0.85 0.85 -0.15 -0.15 -0.15 »= 0
C4 0.8 0.2 <=
Ch 1 1 1 1 1 1 »=
LowerB ound 0 0 0 0 0 0
UpperBound M M M M M M
WariableT ype| Integer Integer Integer Integer Integer Integer

Radi rijeSavanja Primjera 4 treba pohraniti dobiveni model pod nazivom Primjer
3. Odabere se File name, pa upise Primjer 3. Klikne se na OK. Postupkom opisanim
u rjeSenju Primjera 1. dobiva se tablica prikazana na Slici 18. Iz nje treba ocitati

optimalno rjeSenje ovog problema, te optimalnu vrijednost funkcije cilja.

Optimalne vrijednosti varijabli x;, X2, X3, X4, X5, Xg OCitavamo iza stupca Solution

Value, a optimalnu vrijednost funkcije cilja iz retka Objective Function (Min.)=.

Slika 18. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 3.

& Linear and Integer Programming

Fil= Faormat Results Utilities  wWindow  Help

ElE] .00] A = DI:n =
M Combined Report for PRIMJER 3
17:35: Thursday May 15 2014
i Solution  Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable = Allowable
WYalue Profit c[j) Contribution Cost Status Min. cfj] Max. cljl
[1] =1 1} 7.5000 1} 0.6000 at bound  6.9000 ]
2 x2 600.0000 6.8000 4.080,0000 1} basic 5.9800 7.2500
3 X3 140.0000 5.5000 7700000 1} basic -24,4000 6.1000
4 x4 1.000.0000 6.9000 6.900_0000 1} basic 5.9800 7.5000
5 x5 1} 7.2500 1} 0.4500 | at bound 68000 ]
6 =6 560.0000 6.1000 3.416.0000 1} basic 5.5000 7.1250
| Dbjective | Function [(Min.] = 15.166.0000
| Left Hand Right Hand Slack Shadow | Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus Price Min. RHS Max. RHS
[1] c1 1.000.0000 >= 1.000.0000 1} 0.9200 1} 1.700.0000
2 cz 600.0000 >= 600.0000 1} 0.8200 | 106.2500 | 1.300.0000
3 Cc3 3950000 >= 1} 395.0000 1] -M 395.0000
4 C4 0.0000 <= 1} 1} -0,6000 -140.0000 5600000
5 CS 2_300.0000 >= 2.300.0000 0 5.9800 | 1.600.0000 L]

Optimalno riedenje ovog problema je (x;,x;,x;,x;.x:,%; ) = (0, 600, 140, 1000,

0, 560), a optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi f = 15166. Stoga optimalan plan
anketiranja iznosi: anketirati 600 domacinstava iz pograni¢noga podrucja Cija ,glava
obitelji“ ima izmedu 31 i 50 godina, 140 domacinstava iz pograni¢noga podrucja Cija

,glava obitelji“ ima barem 51 godinu, 1000 domacinstava iz ostalih podrucja €ija
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.glava obitelji“ ima najvise 30 godina i 560 domacinstava iz ostalih podrucja Cija
,glava obitelji“ ima barem 51 godinu. Pripadni optimalni troSkovi anketiranja iznose
15166 n.j.

Vrijednost 1000 iz retka C1, stupca Left Hand Side znaci da ¢e biti anketirano
toéno 1000 domacdinstava u kojima "glava obitelji“ ima najvise 30 godina. Vrijednost
600 iz retka C2, stupca Left Hand Side znaci da ¢e biti anketirano to¢no 600
domacinstava u kojima ,glava obitelji“ ima izmedu 31 i 50 godina. Vrijednost 395 iz
retka C3, stupca Left Hand Side znaci da ¢e biti ispitano vise od 15 % domacinstava
u pograniénom podrucju, tj. 395 domacinstava. Vrijednost 0 iz retka C4, stupca Left
Hand Side znaci da ¢ée u skupu svih domacinstava ¢ija ,glava obitelji“ ima barem 51
godinu biti toéno 20% domacinstava iz pograni¢nih podrucja. Vrijednost 2300 iz retka

C5, stupca Left Hand Side znac€i da ¢e biti ispitano toéno 2300 domacdinstava.

4.4. Primjer 4.

Treba rijeSiti prethodni primjer uz dodatni uvjet da se mora anketirati barem
100 domacinstava iz svake pojedine kategorije. Analizirati apsolutnu i relativhu
promjenu optimalne vrijednosti funkcije cilja, odnosno optimalnih vrijednosti

nezavisnih varijabli.
Rjesenije:

Zbog dodatnoga uvjeta da se mora ispitati barem sto domacinstava iz svake
kategorije, vrijednost nijedne varijable odlu€ivanja ne moze biti jednaka nuli. Stoga
umjesto posljednjega uvjeta iz matematiCckoga modela u Primjeru 3. mora vrijediti
nejednakost

X1, X2, X3, X4, X5, X6 € N100 = {100, 101, 102, 103, }

Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 1. ostaju nepromijenjene.

Tako se dobiva matematié¢ki model:

min. f(xs, Xz, X3, X4, X5, Xg) = 7.50 - X7 + 6.80 * X0+ 5.50 * X3+ 6.90 * X4 + 7.25 * X5 +
6.10 - X6

X1+ Xo+ X3+ X4 + X5 + Xe= 2300
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X1+ X42=1000

X2+ X5=2 600

085 x1+0.85" x2+0.85" x3-0.15" x4-0.15 - x5-0.15- x>0
0.8-x3-0.2-x<0

X1, X2, X3, X4, X5, X6€ N1go = {100, 101, 102, 103., ...}.

Primjer 1. je pohranjen u memoriji, pa ga treba ponovo otvoriti s naredbom
Load problem koji se nalazi u izborniku File. Retci C1, C2, ..., C5 ostaju
nepromijenjeni. Mijenjaju se podaci u retku LowerBound. U tom retku umjesto svake
nule u stupcima X1, X2, X3, X4, X5, X6 upisuje se sto. Dobiva se tablica prikazana
na Slici 19.

Slika 19. Tablica s podatcima za matemati¢ki model iz Primjera 4.

4 Linear and Integer Programming

ile  Edit Format Solve and Analyze Results  Ukilities  Window WinQSE  Help
- 0

= EIERIIREEIRDNEEE =S

IpperBound : X1 M

Variable --> Kt | %2 | X3 | %4 | %5 | ®6 [ Direction | R H. 5.
Minimize 7h 6.8 55 69 7.25 6.1

C1 1 1 1 1 1 1 3= 2300
c2 1 1 3= 1000
C3 1 1 = 600
C4 0.85 0.85 0.85 -0.15 -0.15 -0.15 3= 0
Ch 0.8 -0.2 = 1]
LowerB ound 100 100 100 100 100 100

UpperBound M: ] ] ] ] ]

YariableType| Integer Integer Integer Integer Integer Integer

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 1. dobiva se tablica prikazana na
Slici 20.

Slika 20. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 4.
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{4 Linear and Integer Programming

File Format Resulks Utlities ‘Window Help

: 23] 2]
M Combined Report for Primjer 4

20:11:06 Monday May 14 2014

Decision | Solution  Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable | Allowable

Objective Function [Min.] = 15.271,0000

Value Profit cfj] = Contribution Cost Status Min. clj] Max. cfj)
1] 1000000 7.5000 750.0000 06000 | at bound | 69000 M
[2] X2 500.0000 6.8000 3.400.0000 0 basic 5.9800 7.2500
E X3 1400000 5.5000 770.0000 0 basic -24.4000 6.1000
4] X4 900,0000 6.9000 6.210.0000 0 basic 5.9800 7.5000
(5] X5 1000000 7.2500 725.0000 04500 | at bound | 6.8000 M
3 X6 560.0000 6.1000 3.416.0000 0 basic 5.5000 7.1250

Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable = Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus | Price Min. RHS  Max. RHS
[1] c1 2.300.0000 3= 2.300.0000 0 5.9800 2.100.0000 M
2] cz 1.000.0000 3= 1.000,0000 0 0,9200 200.0000 1.200,0000
3] C3 600,0000 3= 600.0000 0 0.8200 200,0000 8000000
4] C4 395,0000 3= 0 395.0000 0 -M 395.0000
5] Ch 0.0000 <= 0 0 -0.6000 -40,0000 = 460.0000

Optimalno riedenje ovog problema je (x;,x,,x,x,,x;,x;) = (100, 500, 140, 900,

100, 560), a optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi f = 15271. Stoga je optimalan
plan anketiranja sljedeci: anketirati 100 domadinstava iz pograni¢noga podrucja Cija
.glava obitelji“ ima najviSse 30 godina, 500 domacinstava iz pograni¢noga podrucja
Cija ,glava obitelji“ ima izmedu 31 i 50 godina, 140 domacinstava iz pograni¢noga
podrucja Cija ,glava obitelji“ ima barem 51 godinu, 900 domacinstava iz ostalih
podrucja Cija ,glava obitelji“ ima najvise 30 godina, 100 domacinstava iz ostalih
podrucja €ija ,glava obitelji“ ima izmedu 31 i 50 godina, 560 domacinstava iz ostalih
podrucja ¢ija ,glava obitelji“ ima barem 51 godinu.

Moze se primijetiti da su se optimalne vrijednosti varijabli x;i x5 povecale za
100 (relativne promjene nisu definirane jer su pocetne optimalne vrijednosti tih

varijabli bile jednake 0). Optimalne vrijednosti varijabli x2i x4 smanjile su se za 100,

odnosno redom za % -100 = 16.67 % i za % -100 = 10 %. Optimalne vrijednosti

varijabli x3 i xs ostale su nepromijenjene.

Pripadni optimalni troSkovi anketiranja iznose 15271 n.j. Oni su za 105 n.j.,

105
15166

odnosno -100 = 0.69 % veci u odnosu na optimalne troSkove iz Primjera 3.

Vrijednost 2300 iz retka C1, stupca Left Hand Side znaci da ¢e biti ispitano
to¢no 2300 domacinstava. Vrijednost 1000 iz retka C2, stupca Left Hand Side znadi

da ¢e biti anketirano to¢no 1000 domacinstava u kojima "glava obitelji“ ima najvise 30
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godina. Vrijednost 600 iz retka C3, stupca Left Hand Side znaci da ¢e biti anketirano
toéno 600 domacinstava u kojima ,glava obitelji“ ima izmedu 31 i 50 godina.
Vrijednost 395 iz retka C4, stupca Left Hand Side znaci da ¢e biti ispitano vise od 15
% domacinstava u pograni¢nom podrucju, tj. 395 domacinstava. Vrijednost 0 iz retka
C5, stupca Left Hand Side znadi da ¢e u skupu svih domacinstava ¢ija ,glava obitel;i*
ima barem 51 godinu biti toéno 20% domacinstava iz pograni¢nih podrucja.

Vrijednosti su ostale iste s obzirom na vrijednosti iz Primjera 3.

4.5. Primjer 5.

Stranka Dobar Zivot natjeCe se na parlamentarnim izborima. Radi pridobivanja
glasaca, glavni odbor stranke odobrio je ukupno 150000 kn tjedno za intenzivnu
predizbornu kampanju. Ta se sredstva Zele alocirati na ukupno 4 medija:

* TV spot u trajanju od 30 sekundi;

* Oglas u dnevnom tisku;

* Radio-spot u trajanju od 30 sekundi u poslijiepodnevnom programu lokalnih
radiopostaja;

* Radio-spot u trajanju od 60 sekundi u udarnim terminima lokalnih radio-postaja.

Glavni odbor stranke odlucio je da se na radiju emitira najmanje 6 spotova
tiedno, te da se za promidZzbene poruke na TV-u i u dnevnom tisku izdvoji najvise
40000 kn tjedno.

Treba formirati matematiCki model promatranoga problema i rijesiti ga ako je
cilj stranke $to vedi broj potencijalnih gledatelja/Citatelja/sluSatelja. Pritom nije nuzno
platiti poruku svakoga pojedinoga tipa, tj. moze postojati barem jedan tip
promidzbene poruke koji nece biti iskoristen.

Tablica 3. Osnovni podaci za Primjer 5.

Vrsta Broj mogucih Cijena Najveéi moguci
promidzbene gledatelja/Citatelja/slusatelja promidzbene broj poruka
poruke (000) poruke (000 kn) tiedno

TV spot (30 sek) 8 12 8
Dnevni tisak 10 6.8 9
(1stranica)

Radio spot (30 5 2.5 12
sekundi)

Radio spot (60 6.2 4 15
sekundi)
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Rjesenje:
Neka su:

X1 = broj TV spotova (30 sek)
X2 = broj oglasa u dnevnom tisku (1 stranica)
X3 = broj radio spotova (30 sek)

X4 = broj radio spotova (60 sek)

Ukupan broj gledatelja koji ¢e pogledati x; TV spotova jednak je 8 - x7 - 1000.
Ukupan broj Citatelja koji ée procitati x» oglasa u dnevnom tisku jednak je 10 - xo -
1000. Ukupan broj sluSatelja koji ¢e poslusati xz radio spotova u trajanju od 30
sekundi jednak je 5 - x3 - 1000. Ukupan broj sluSatelja koji ¢e poslusati x4 radio
spotova u trajanju od 60 sekundi jednak je 6.2 * x4 - 1000. Ukupan broj ljudi koji ¢e

pogledati/procitati/poslusati sve vrste oglasa jednak je
(8 " X1+ 10 - Xo + 5 *X3 + 6.2 - X4) -1000

Treba maksimizirati ovaj izraz. To ¢e se uCiniti tako da se maksimizira izraz u

zagradi, pa se dobivena optimalna vrijednost pomnozi s 1000.

Cijena TV spota jednaka je 12 - x; - 1000 kn. Cijena oglasavanja putem
dnevnog tiska jednaka je 6.8 - xo - 1000 kn. Cijena radio spotova u trajanju od 30
sekundi jednaka je 2.5 - x3 - 1000 kn. Cijena radio spotova u trajanju od 60 sekundi
jednaka je 4 - x, - 1000 kn. Budu¢i da je za oglaSavanje raspoloZivi tjedni budzet od
150000 kn, dobiva se uvjet

(12-x;+6.8 - x2+25- x3+4 - x4) - 1000 = 150000,
odnosno, nakon dijeljenja s 1000,
12 x1+6.8 - X2+ 2.5 x3+4 - x4< 150.

Cijena TV spota jednaka je 12 - x; - 1000 kn. Cijena oglasavanja putem
dnevnog tiska jednaka je 6.8 - x> - 1000 kn. |1z zahtjeva da se za TV spotove i oglase
u dnevnom tisku mora izdvojiti najviSe 40000 kn tjedno moze se zakljuciti da mora

vrijediti nejednakost
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(12 - x; + 6.8 - x2) - 1000 < 40000,
odnosno, nakon dijeljenja s 1000,
12 - X1 + 6.8 - Xo < 40.

Ukupan tjedni broj svih radio-spotova jednak je xz + x4. 1z zahtjeva da taj broj

mora biti barem 6 slijedi
X3+ X42 6.

|z zahtjeva da se tjedno moze emitirati najviSe 8 TV spotova, zakljuCuje se da

vrijedi nejednakost
X1 < 8.
|z zahtjeva da se tjedno moZe dati najviSe 9 oglasa u dnevnom tisku zakljuCuje
se da mora vrijediti nejednakost

Xo < 9.

|z zahtjeva da se tjedno moze emitirati najvise 12 radio spotova u trajanju od

30 sekundi zaklju€uje se da mora vrijediti nejednakost

xX3<12.

|z zahtjeva da se tjedno moze emitirati najvise 15 radio spotova u trajanju od

60 sekundi zaklju€uje se da mora vrijediti nejednakost

X4S15.

Analogno kao u prethodnim primjerima, vrijednosti svih varijabli moraju biti

nenegativni cijeli brojevi. Stoga vrijedi uvjet:
X1, X2, X3, X4 € No = {0, 1, 2, 3}

Tako se dobije sljedec¢i matemati¢ki model:
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max. f(xs, X2, X3, X4) =8 - X1+ 10 - X2+ 5 X3+ 6.2 * X4
pod uvjetima:

X3+ X426

12 X1+ 6.8 x2<40

12 X1 +6.8 - x2+25 - x3+4 - x4,<150

X1, X2, X3, X4€ Np

Treba otvoriti novu datoteku programa Linear and Integer Programming.
koriStenjem izbornika File i opcije New Problem. Upisuju se sljedeci podaci:

e Naziv problema: Primjer 5,
e Broj varijabli: 4,

e Brojuvjeta: 3.

Posljednja Cetiri uvjeta iz matematicCkoga modela bit ée upisana u retku
UpperBound koji ozna¢ava najvecu dozvoljenu vrijednost svake nezavisne varijable.

Potom se odaberu sljedece opcije:

e Maximization (u ovom primjeru se radi o maksimizaciji osoba koji ce
pogledati/procitati/poslusati reklame),

e Nonnegative integer (radi se 0 nenegativnim cijelim brojevima),

e Spreadsheet Matrix Form (ulazni podaci bit ¢e prikazani u matri€¢nom obliku).

Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 21 .

Slika 21. Ulazni podatci za matemati¢ki model iz Primjera 5.
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LP-ILP Problem Specification n

Problem Title: [PRIMJER 5 |
MNumber of I:I Number of
Yariables: Constraints: IZI

" Objective Criterion Default Wariable Type

@ Maximization () Honnegative continuous
) Minimization
(%) Nonnegative integer

" Data Entry Format I ) Binary [0.1]

(& Spreadsheet Matrix Form ) Unsignedfunrestiicted
) Mormal Model Form

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata u matemati¢kom modelu

(slienu onoj sa Slike 2.). U tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji

cilja i uvjetima.

U redak Maximize unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. U stupac X1

upisujese 8, u stupac X2 10, u stupac X3 5, a u stupac X4 6.2.

U redak C1 upisuje se prvi uvjet. U stupac X3 i stupac X4 upisuje se 1, a u
stupac R.H.S. upisuje se 6. Ostale stupce ostavimo praznima. Dvostrukim klikom

mi$a na oznaku <= u stupcu Direction treba promijeniti tu oznaku u >=.

U redak C2 upisuje se drugi uvjet. U stupac X1 upisuje se 12, u stupac X2 6.8,

a u stupac R.H.S. 40. Ostale stupce treba ostaviti praznima

U redak C3 upisuje se treci uvjet. U stupac X1 upisuje se 12, u stupac X2 6.8,
u stupac X3 2.5, u stupac X4 4, a u stupac R.H.S. 150.

U redak UpperBound upisuju se gornje granice za vrijednosti nezavisnih

varijabli. U stupac X1 upisuje se 8, u stupac X2 9, u stupac X3 12, a u stupac X4 15.
Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 22.

Slika 22. Tablica s podatcima za matemati¢ki model iz Primjera 5.
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& Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Resulks  Utilities ‘Window ‘WinQSE  Help

M PRIMJER 5

UpperBound : Direction
Variable - X1 | %2 | X3 | X4 | Direction | R.H S
Mazimize ] 10 5 6.2
C1 1 1 = 6
C2 12 6.8 <= 40
C3 12 6.8 2.5 4 <= 150
LowerBound 1] 1] 0 1]
UpperBound 8 9 12 157
WariableType Integer Integer Integer Integer .

Radi rijeSavanja Primjera 6 treba pohraniti dobiveni model pod nazivom Primjer
5. Odabere se File name, pa upise Primjer 5. Klikne se na OK. Postupkom opisanim
u rjeSenju Primjera 1. dobiva se tablica prikazana na Slici 23. Iz nje treba ocitati

optimalno rjeSenje ovog problema, te optimalnu vrijednost funkcije cilja.

Optimalne vrijednosti varijabli x1, x2, X3, X4, oCitavamo iza stupca Solution

Value, a optimalnu vrijednost funkcije cilja iz retka Objective Function (Max.)=.

Slika 23. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 5.

¥4 Linear and Integer Programming

File Format Results  Utilities  Window  Help

| Eléljil |ﬂ-0ﬂlA|§ %%DI'E' el
- 30: Friday May 23 2014
¢ Solution | Unit Cost or Total Reduced Basis
i Walue Profit cj] Contribution Cost Status
o 8.0000 o 8.0000  at bound
5.0000 10,0000 50,0000 1] basic
12.0000 5.0000 60,0000 1] basic
15.0000 6.2000 93.0000 1] basic
| | Objective | Function Max.] = 2030000
Left Hand Right Hand Slack Shadow
| | Conszstraint Side Direction Side or Surplus Price
I c1 27.0000 »= 6.0000 21.0000 o
12] c2 34,0000 <= 40,0000 60000 o
3 c3 1240000 <= 150.0000 26.0000 o

Optimalno riesenje ovog problema je (x,x,,x;,x;) = (0, 5, 12, 15), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f = 203. ZakljuCuje se da je optimalni tjedni plan
reklamiranja kampanje sljedeci: platiti 5 oglasa u dnevnim novinama, 12 radio
spotova u trajanju od 30 sekundi i 15 radio spotova u trajanju od jedne minute.

Optimalni broj mogucih klijenata iznosi 203000.
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Vrijednost 27 iz retka C1, stupca Left Hand Side znaci da ¢e biti emitirano 27
radio spotova. Vrijednost 34 iz retka C2, stupca Left Hand Side znaci da ¢e troSkovi
emitiranja TV spotova i oglasa u novinama biti 34000 n.j. Vrijednost 124 iz retka C3,

stupca Left Hand Side znaci da ¢e ukupno za oglasavanje biti potro§eno 124000 n.j.

4.6. Primjer 6.

Treba rijesiti prethodni primjer uz sljedec¢e dodatne uvijete:

e platiti najmanje 1 oglas iz svake pojedine kategorije;
e sve oglase treba vidjeti najmanje 100000 gledatelja/Citatelja/
sluSatelja.

e minimizirati troSkove oglaSavanja.

Analizirati apsolutnu i relativnu promjenu optimalnih vrijednosti nezavisnih
varijabli. (Analiza promjena optimalne vrijednosti funkcije cilja se ne provodi zbog

izmjene funkcije cilja.)
Rjesenje:

|z zahtjeva da ukupan broj svih gledatelja/Citatelja/sluSatelja treba biti jednak

najmanje 100000 zaklju€uje se da mora vrijediti nejednakost:
(8- x1+10 - X2+5" X3+ 6.2 - x5) - 1000 = 100000,
odnosno nakon dijeljenja s 1000
8- x1+10-x2+5-x3+ 6.2 x4,2100.

Iz zahtjeva da se mora platiti najmanje 1 oglas iz svake kategorije zakljuCuje

se da mora vrijediti
X1, X2, X3, X4€ N={1,2,3., ...}.
Treba odrediti minimalne troSkove oglasavanja, dakle minimizirati izraz
12 X1 +6.8 - Xo0+25 - X3+4 - Xy
Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 5. ostaju nepromijenjene.

Dobiveni matemati¢ki model glasi:
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min. f(xy, Xo, X3, Xg) =12 X1 +6.8 - X2+ 2.5 X5+ 4" X4
pod uvjetima:

X3+ X426

12 X1+ 6.8 x2<40

8'X1+10'X2+5'X3+6.2'X42100

X1, X2, X3, Xs€ N

Primjer 5. je pohranjen u memoriji, pa ga treba ponovo otvoriti s naredbom
Load problem koji se nalazi u izborniku File.

Opciju Maximization treba zamijeniti s Minimization tako da se klikne na
izbornik Edit, odabere se opcija Objective Function Criterion i nakon §to se pojavi

natpis
Current Objective Criterion: Maximization
Press Yes to switch to: Minimization
Klikom na natpis Yes potvrduje se promjena opcije.

Slika 24. Promjena funkcije cilja

Switch Objective Criterion %]

9 Current Objective Criterion: Maximization
\__#
Press Yes bo swikch bo: Minimization

Yes | Mo |
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U redak Minimize unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. U stupac X1
upisuje se 12, u stupac X2 6.8, u stupac X3 2.5, a u stupac X4 4.

Retci C1 i C2 ostaju nepromijenjeni. Redak C3 se mijenja tako da se u stupac
X1 upiSe 8, u stupac X2 10, u stupac X3 5, u stupac X4 6.2, a u stupac R.H.S. 100.
Dvostrukim klikom miSa na oznaku <= u stupcu Direction treba promijeniti tu oznaku

u>=.

Mijenjaju se podaci u retku LowerBound. U tom retku umjesto nula u stupcima

X1, X2, X3 i X4 upisuju se jedinice. Dobiva se tablica prikazana na Slici 25.

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 1. dobiva se tablica prikazana na
Slici 26.

Slika 25. Tablica s podatcima za matemati¢ki model iz Primjera 6.

f& Linear and Integer Programming

File Edit Format 3Solve and Analvze Results  Utilities  Window  WinQSE  Help

BN " — | =1 = ciu
E EIENE] AEEIENEEEIEIL N
M PRIMJER 6

[[owesBound-RHS. T ]

Variable - X1 | % | X3 | ¥4 | Diection [ R H S5
Minimize 12 6.8 25 4

C1 1 1 »= 6
C2 12 6.8 <= 40
C3 8 10 5 6.2 >= 100
LowerBound 1 1 1 1

UpperBound a8 9 12 15

YariableType Integer Integer Integer Integer

Slika 26. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 6.
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{4 Linear and Integer Programming

File Format Results  Utilities  window  Help

M Combined Report for PRIMJER 6

09:36:05 Friday May 23 2014
Decizion | Solution | Unit Cost or Total Reduced Basis
Wariable Yalue Profit c[j] | Contribution Cost Status
1] =1 1.0000 12.0000 12.0000 12.0000 | at bound
2 »n2 2.0000 6.8000 13.6000 6.8000  at bound
3 »3 12.0000 2.5000 30,0000 2.5000  at bound
i x4 2.0000 4.0000 8.0000 4.0000  at bound
[ |o bjective Function Min.) = 63.6000
| Left Hand Right Hand Slack Shadow
Constraint Side Direction Side or Surpluz . Price
1] Cc1 14,0000 >= 6.0000 8.0000 0
2 c2 25.6000 <= 40,0000 14,4000 0
3 C3 1004000 >= 100.0000 0.4000 0

Optimalno rjeenje ovog problema je (x],x,.x,.x,) = (1, 2, 12, 2), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f* = 63600. ZakljuCuje se da je optimalni tjedni plan
reklamiranja kampanje sljedeci: platiti 1 TV spot, 2 oglasa u dnevnim novinama, 12
radio spotova u trajanju od 30 sekundi i 2 radio spota u trajanju od jedne minute.

Pripadni optimalni troSkovi reklamiranja su 63600 kn.

MoZe se primijetiti da se optimalna vrijednost varijable x; povecala za 1

(relativna promjena nije definirana jer je poCetna optimalna vrijednost te varijable bila
0), optimalna vrijednost varijable x> se smanijila za 3, odnosno za 2-100 ~ 60 %.
Optimalna vrijednost varijable x; je ostala ista, dok se optimalna vrijednost varijable

X4 povecala za 13, odnosno za E -100 =~ 86.67 %.

Vrijednost 14 iz retka C1, stupca Left Hand Side zna€i da ¢e biti emitirano 14
radio spotova. Vrijednost 25,6 iz retka C2, stupca Left Hand Side znacli da ¢e se
troSkovi emitiranja TV spotova i oglasa u novinama biti 25600 n.j. Vrijednost 100,4 iz
retka C3, stupca Left Hand Side znali da ¢e biti ukupno 100400 potencijalnih

kupaca.

MoZe se primijetiti da ¢e biti emitirano 13 radio spotova manje, odnosno za

5-100 ~ 48.15. manje nego u Primjeru 5. TroSkovi za emitiranje TV spotova i

8400
34000

oglasa u dnevnim novinama ¢e se smanijiti za 8400 n.j., odnosno za -100 =

24.71 % u odnosu na iste troSkove iz Primjera 5.
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4.7. Primjer 7.

Tvrtka ,Muljazi¢ d.o.0.” iz Strazemana planira promidZzbenu kampanju kako bi
privukla nove kupce i Zeli u troje dnevne novine plasirati ukupno najvise 10
promidzbenih oglasa. Svaki oglas u listu Podnevnik kosta 200 n.j. i procitat ¢e ga
2000 ljudi. Svaki oglas u listu Glas PoZestine kosta 150 n.j. i procCitat ¢e ga 1000 ljudi.
Svaki oglas u listu PoZeski tra¢ kosta 100 n.j. i procCitat ¢e ga 1500 ljudi. Tvrtka zeli da
sve placene oglase procita najmanje 16000 ljudi. Treba izraditi optimalnu strategiju
oglasavanja tako da ukupni troSkovi promidzbe budu minimalni, pa odrediti te ukupne
troSkove. Pritom nije nuzno platiti poruku svakoga pojedinoga tipa, tj. moze postojati
barem jedan tip oglasa koji nece biti iskoristen.

Rjesenje:
Neka su:

Xx1= broj oglasa u listu Podnevnik
Xo= broj oglasa u listu Glas PoZestine
X3= broj oglasa u listu PoZeski tra¢

Cijena x; oglasa u listu Podnevnik jednak je 200 - x; n.j.. Cijena x> oglasa u
listu Glas PoZestine jednak je 150 - x> n.j. Cijena x3 oglasa u listu PoZeski trac¢
jednaka je 100 - x3 n.j. Ukupna cijena svih objavljenih oglasa u svim listovima
jednaka je

200 - x;+ 150 - xo+ 100 - x3n.j.
Taj izraz treba minimizirati.

Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x; oglas u listu Podnevnik jednak je 2000 - x;.
Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x> oglasa u listu Glas PoZestine jednak je 1000 - x..
Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x3 oglasa u listu PoZeski tra¢ jednak je 1500 - Xxs.

Ukupan broj svih ljudi koji ¢e vidjeti pla¢ene oglase iznosi:
2000 - x7 + 1000 - x2+ 1500 - xs.

Prema zahtjevu tvrtke, taj broj mora biti jednak najmanje 16 000, pa se
zaklju€uje da mora vrijediti nejednakost
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2000 - x7 + 1000 - x2+ 1500 - x3= 16000.

Ukupan broj svih plaéenih oglasa jednak je x; + X2 + X3. 1z zahtjeva da tvrtka

zeli platiti ukupno najvise 10 oglasa zaklju€uje se da vrijedi nejednakost:
X1+ Xo+ x3<10.

Analogno kao u prethodnim primjerima, vrijednosti svih varijabli moraju biti
nenegativni cijeli brojevi. Stoga vrijedi uvjet:

X1, X2, X3€ No ={0, 1, 2, 3...}.
Dobiveni matemati¢ki model glasi:
min. f(xy, X2, x3) =200 * x; + 150 * x>+ 100 - x3
pod uvjetima:
2000 - x7 + 1000 - x2+ 1500 - x3= 16000
X1+ X2+ x3=10
X1, X2, X3€ Np

Treba otvoriti novu datoteku programa Linear and Integer Programming.
koriStenjem izbornika File i opcije New Problem. Upisuju se sljedeci podaci:

e Naziv problema: Primjer 7,
e Broj varijabli: 3,

e Brojuvjeta: 2.
Zatim treba odabrati jedno od ponudenih opcija:

e Minimization (u ovom primjeru se radi o minimizaciji troSkova promidzbe),
e Nonnegative integer (radi se o nenegativnim cijelim brojevima),

e Spreadsheet Matrix Form (ulazni podaci bit ¢e prikazani u matri€¢nom obliku).
Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 27.

Slika 27. Ulazni podatci za matemati¢ki model iz Primjera 7.
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LP-ILP Problem Specification E

Problem Title: |PRIMJER 7 |
Number of Humber of
Variables: D Constraints: E'

" Objective Criterion I Default Yariable Type

C' Maximization () Nonnegative continuous
(@ Minimization
(8 Nonnegative integer

"Data Entry Format I ' Binary [0.1]

@ Spreadsheet Matiix Form ! Unsigned/unrestricted
) Normal Model Form

(1] 4 Cancel Help

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata u matemati¢kom modelu

(slienu onoj sa Slike 2.) U tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji

cilja i uvjetima.

U redak Minimize unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. U stupac X1
upisuje se 200, u stupac X2 150, a u stupac X3 100.

U redak C1 upisuje se prvi uvjet. U stupac X1 upisuje se 2000, u stupac X2
1000, u stupac X3 1500, a u stupac R.H.S. 16000.

U redak C2 upisuje se drugi uvjet. U stupce X1, X2 i X3 upisuju se jedinice, a
u stupac R.H.S. upisuje se 10. Dvostrukim klikom miSa na oznaku >= u stupcu

Direction treba promijeniti tu oznaku u <=.
Tako se dobiva tablica prikazana na slici 28.

Slika 28. Tablica s podatcima za matemati¢ki model iz Primjera 7.
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f Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utiliies  Window  WinQSE  Help

M. PRIMJER 7

[UppeBound :RHS. [ ]

Variable --> ¥1 | ¥2 | X3 | Direction [ R_H.S.
Minimize 200 150 100

Ci 2000 1000 1500 »= 16000
cz 1 1 1 <= 10
LowerBound 0 1] 1]

UpperBound M M M

YanableType Integer Integer Integer

Radi rjeSavanja Primjera 8 treba pohraniti dobiveni model pod nazivom Primjer
7. Odabere se File name, pa upise Primjer 7. Klikne se na OK. Postupkom opisanim
u rjeSenju Primjera 1. dobiva se tablica prikazana na Slici 29. Iz nje treba ocitati

optimalno rjeSenje ovog problema, te optimalnu vrijednost funkcije cilja.

Optimalne vrijednosti varijabli x1, x2, x3 o€itavamo iza stupca Solution Value, a

optimalnu vrijednost funkcije cilja iz retka Objective Function (Min.)=.

Optimalno rjeSenje ovog problema je (xl*,x;‘,x;‘) = (2, 0, 8), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi iznosi f = 1200. ZakljuCuje se da je optimalni plan
oglasavanja sljedeci: platiti 2 oglasa u listu Podnevnik i 8 oglasa u listu PoZeski trac.

Pripadni optimalni troSkovi promidzbe iznose 1200 n.j.

Vrijednost 16000 iz retka C1, stupca Left Hand Side znaci da ¢e to¢no 16000
ljudi pogledati placene oglase. Vrijednost 10 iz retka C2, stupca Left Hand Side znagi

da Ce tvrtka platiti tocno 10 oglasa.

Slika 29. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 7.
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A Linear and Integer Programming

File Format Results  Utilities  Wwindow  Help

M Combined Report for PRIMJER 7

09:38:43 Friday May 23 2014
Decision Solution Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable Allowable
| i Yalue Profit c[jl | Contribution Cost Status Min. clj] Max. clj]
1] X1 2.0000 2000000 400,0000 0 basic 133.3333 M
2 2 0 1500000 0 1500000 at bound 0 M
3 X3 8.0000 1000000 800,0000 0 basic -M 1500000

Objective Function [Min.] = 1.200.0000

Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side of Surplug Price Min. RHS Max. RH5
1] ci 16.000,0000 > 16.000,0000 0 0,2000  15.000,0000 20.000,0000

H c2 10,0000 < 10,0000 0 -200,0000 8.0000 10,6667

4.8. Primjer 8.

Treba rijeSiti prethodni primjer uz dodatni uvjet da se mora uplatiti barem jedan
oglas svake pojedine vrste. Analizirati apsolutnu i relativnu promjenu optimalne
vrijednosti funkcije cilja, odnosno optimalnih vrijednosti nezavisnih varijabli.

Rjesenje:

|z dodatnog uvjeta da najmanje jedan oglas mora biti objavljen u svakim

novinama zaklju€uje se da mora vrijediti
X1, X2, X3€ N={1,2, 3., ...}.

Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 7. ostaju nepromijenjene.
Dobiveni matemati¢ki model glasi:
min. f(xs, Xz, x3) = 200 * x; + 150 * X2+ 100 - x3
pod uvjetima:
2000 - x7 + 1000 - x2+ 1500 - x3= 16000
X1+ Xo+ X310
X1, X2, X3¢ N

Primjer 7. je pohranjen u memoriji, te ga treba ponovo otvoriti s naredbom

Load problem koji se nalazi u izborniku File.
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Mijenjaju se podaci u retku LowerBound. U tom retku umjesto nula u stupcima

X1, X2 i X8 upisuju se jedinice. Dobiva se tablica prikazana na Slici 30.

Slika 30. Tablica s podatcima za matemati¢ki model iz Primjera 8.

F# Linear and Integer Programming

File Edit Format Solve and Analvze Results  Ubilities  SWindow  WinQSE  Help

M. PRIMJER 8

LowerBound : R.H.S.
Variable --> X1 | X2 | %3 | Direction | R.H.5.
Minimize 200 150 100
Cl 2000 1000 1500 >= 16000

c2 1 1 1 <= 10

LowerB ound 1 1 1
UpperB ound M M M
YanableT ype Integer Integer Integer

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 1. dobiva se tablica prikazana na
Slici 31.

Slika 31. Tablica s optimalnim rjeSenjima Primjera 8.

& Linear and Integer Programming

File Format Results Utilities Window Help

EE] n.nnAZEEDIE w3 2
09:40:55 Friday May 23 2014
Decision | Solution | Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable Allowable
| & ¥ariable : Value Profit c[jl = Contribution Cost Status Min. clj) Max. clj)
i X1 3.0000 2000000 6000000 0 basic 133.3233 M
12| X2 1.0000 1500000 1500000 1500000 at bound 1] M
13] X3 6.0000 1000000 6000000 0 basic -M 1500000

Objective Function [Min.] = 1.350.0000

Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
L | Constraint Side Direction Side or Surplus Price Min. RHS Max. RHS
I c1 16.000,0000 >= 16.000,0000 0 0.2000 | 15.000,0000 18.500,0000
2 c2 10,0000 <= 10,0000 0 -200.0000 8.7500 10,6667

Optimalno rjeSenje ovog problema je (xf,x;,x;‘) = (3, 1, 6), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi * = 1350. ZakljuCuje se da je optimalan plan
ogladavanja sljedeci: platiti 3 oglasa u listu Podnevnik, 1 oglas u listu Oglas

PoZestine i 6 oglasa u listu PoZeski trac.
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Moze se primijetiti da se optimalna vrijednost varijable x; povecala za 1,
odnosno za %-100 =50 %. Optimalna vrijednost varijable x> povecala se za 2
(relativna promjena nije definirana jer je poCetna optimalna vrijednost te varijable bila

0). Optimalna vrijednost varijable x3 se smanijila za 2, odnosno za g -100 = 25 %.

Pripadni optimalni troSkovi promidzbe iznose 1350 n.j. Oni su za 150 n.j., odnosno za

% +100 = 12.5 % veci u odnosu na optimalne troskove iz Primjera 7.

Vrijednost 16000 iz retka C1, stupca Left Hand Side znaci da ¢e to¢no 16000
ljudi pogledati placene oglase. Vrijednost 10 iz retka C2, stupca Left Hand Side znadi
da ¢e tvrtka platiti toéno 10 oglasa. Sve vrijednosti su ostale iste s obzirom na Primjer
7.
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5. ZAKLJUCAK

Linearno programiranje je relativno mlada grana matematike. Pojavila se

tijekom drugog svjetskog rata.

Razvojem se ustanovilo da moze pomoc¢i u mnogim ekonomskim problemima.
Ova metoda se pokazala odlicnom za poduzecéa koja to mogu iskoristiti za mnoge
ustede, efikasnije troSenje sirovina, u€inkovitiju organizaciju rada, kao i maksimizaciju
dobiti. Ostvarenjem ovih ciljeva poduzeée napreduje na trziStu i ima prednost pred
konkurencijom. Bitno je znati se sluziti programima i metodama koji menadzmentu

olakSavaju dono$enje odluka.

U radu su prikazani primjeri problema promidzbe koji su rijeSeni pomocu
raCunalnog programa WinQSB. Taj je program odabran za koristenje zbog svoje
jednostavnosti. Korisnik koji nije upoznat s radom u ovom programu moze relativnho
brzo i jednostavno savladati osnove rada. Takoder, program se moze svrstati u
kategoriju user-friendly programa (programa prilagodenih krajnjim korisnicima) jer na
relativno jednostavan nacin omogucuje Kkorisnicima unos podataka, kao i

interpretaciju krajnjih rezultata.

Odabranim primjerima nastojalo se istodobno ukazati na vaznost formiranja
ispravnoga matematic¢koga modela, ispravnoga unos podataka iz modela u racunalni
program, te interpretacije dobivenih rezultata. Posebna je pozornost posvecena
analizi osjetljivosti dobivenih rezultata. Tu je analizu analiti¢ki (,klasi€no®) vrlo teSko
provesti, no, raCunalni program omogucuje njezinu brzu i jednostavnu provedbu.
Analiza osjetljivosti dobivenih rezultata bitan je faktor prigpdom donoSenja konacne
odluke jer ukazuje na ,jakost* promjene optimalnoga rjeSenja uz relativno ,slabe”
promjene pocetnih uvjeta.

Napokon, radom se nastojala potkrijepiti teza da, unato¢ razvoju sve boljih i
brzih raCunalnih programa, Covjeka kao donositelia odluke ipak nije moguée
zamijeniti. Drugim rije€ima, Covjek (stru€njaci, menadzment itd.) ne moze prepustiti
donoS$enje odluke stroju (raunalu), ali moze unaprijediti postoje¢a pomagala i razviti
nova pomagala u svrhu jednostavnijega i brzega donoSenja kvalitetnih poslovnih
odluka.
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6. POPIS KRATICA | AKRONIMA
i sl. =isli€no

itd. = i tako dalje

n.j. = nov€anih jedinica

tj. = to jest
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